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Résumé

Un algorithme génétique est un “algorithme stochastique itérats,
qui opére sur des ensembles de points codés, & partir d’une population
initiale, et qui est bati a ’aide de trois opérateurs : croisement, muta-
tion, sélection. Les deux premiers sont des opérateurs d’exploration de
I’espace, tandis que le dernier fait évoluer la population vers les optima
d’un probléme. Nous détaillons ici les principes de fonctionnement de
ces opérateurs ainsi que les fondements mathématiques sur lesquels ils

”»

reposent.

Ces méthodes ne se réduisent cependant pas a la simple recherche
d’optima d’une fonction, et s’avérent étre également de puissants ou-
tils pour 'analyse de situations dynamiques complexes comme 'on en
rencontre sur les marchés financiers, ou en théorie des jeux (voir Axel-
rod [6]). On peut ainsi modéliser les comportements d’agents ou de
stratégies et examiner la survie et I’évolution de ceux-ci, c’est & dire
I’émergence de certaines stratégies dominantes.

*Un grand merci & Jean-Marc Alliot, Christophe Bisiére, Nicolas Durand, Nathalie
Lenoir et Eric Malin.
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1 Introduction

Par définition méme ’étude de ’économie se base sur 'optimisation, et les
deux mots sont souvent associés. La sophistication des modéles économiques
conduit de plus en plus souvent a des problémes d’optimisation toujours
plus complexes. Le seul contexte des modéles dynamiques nous fournit bon
nombre de problémes de résolution ou d’estimation. Les études économiques
s’en trouvent limités, et le modélisateur doit alors incorporer des contraintes
techniques pour faire face a ces problémes. Cette situation est quelque peu
paradoxale, si 'on considére I'augmentation des moyens et des puissances de
calcul disponibles.

Un grand nombre de méthodes économétriques, comme les moindres car-
rées généralisés et le maximum de vraisemblance, reposent sur la maximi-
sation d’une fonction souvent complexe. Parmi toutes les méthodes d’opti-
misation, les méthodes de gradient sont les plus exigeantes en matiére de
conditions nécessaires de convergence. Ce sont des méthodes d’optimisation
locales, qui connaissent une grande popularité. Pour le maximum de vraisem-
blance, Cramer |?], recense les désagréments possibles lors de I’application de
cette méthode. L’algorithme de maximisation peut ainsi ne pas converger en
un temps acceptable, il peut “s’éloigner” et donner des valeurs infinies pour
certaines composantes des paramétres, il peut également boucler, et revenir
sans cesse au méme point, etc.... Ces algorithmes d’optimisation convention-
nels' (de la famille du gradient ou de Newton-Raphson) sont des algorithmes
“erimpeurs” qui se basent sur ’évaluation préalable du gradient, la pente,
pour déterminer la direction de recherche de 'optimum. Goffe et al. [16]
comparent cette situation a celle d’un aveugle cherchant le sommet d’une
montagne. La connaissance du terrain passe alors uniquement par ses pieds.
Pour peu que le terrain soit régulier et le point de départ bon, il atteindra
le sommet. Toutefois ces deux conditions sont rarement simultanément réa-
lisées. Avec beaucoup de chance, c¢’est a dire avec une trés bonne sensibilité
et beaucoup de points de départs, il pourra atteindre le sommet pour au-
tant que ce dernier soit unique. De plus, les hypothéses sur les fonctions a
optimiser sont souvent tres fortes?, et ne sont pas vérifiées dans la pratique.

A T'inverse, les techniques de recherche aléatoires pures ne requiérent au-

!Les logiciels statistiques les plus utilisés comme GAUSS, SAS, RATS, utilisent des
algorithmes plus ou moins évolués de ce type.

2fonction approximativement quadratique, unicité du maximum, de telle sorte qu’un
maximum local est global, etc..



cune hypotheése particuliére sur la fonction d’évaluation et explorent ’espace
sans tirer partie des propriétés de la fonction objectif. Les algorithmes géné-
tiques et le recuit simulé se situent entre ces deux extrémes.

Une des particularités séduisantes des algorithmes génétiques et du recuit
simulé, réside dans 1’absence d’hypotheéses particuliére sur la régularité de la
fonction objectif. Aucune hypothése sur la continuité de cette fonction n’est
requise, ses dérivées successives ne sont pas nécessaires, ce qui rend treés
vaste le domaine d’application de ces algorithmes. En outre ces algorithmes
sont aisément parallélisables ce qui renforce leur efficacité dans le cadre de
problémes d’optimisation sur des espaces de dimension importante.

Les premiers travaux sur les algorithmes génétiques ont commencé dans
les années cinquante lorsque plusieurs biologistes américains ont simulé des
structures biologiques sur ordinateur. Puis entre 1960 et 1970, John Hol-
land [18], sur la base des travaux précédents, développa les principes fonda-
mentaux des algorithmes génétiques dans le cadre de 'optimisation mathé-
matique. Malheureusement, les ordinateurs de I’époque n’étaient pas assez
puissants pour envisager 1'utilisation des algorithmes génétiques sur des pro-
blémes réels de grande taille. L’ouvrage de Goldberg [17] qui décrit 'utili-
sation des algorithmes génétiques dans le cadre de résolution de problémes
concrets a permis de mieux faire connaitre ces derniers et a marqué le début
d’un nouvel intérét pour ces techniques.

Le peu d’hypothéses requises sur la fonction objectif permet de traiter
des problémes trés complexes. La fonction objectif peut ainsi étre le résultat
d’une simulation. On peut méme imaginer, pour régler certains parameétres
de l'algorithme génétique lui-méme tels que la taille de la population, les
différents pourcentages de croisement et de mutation, d’utiliser un algorithme
génétique. La rapidité de convergence du premier devenant ainsi fonction
d’évaluation du second.

Ces méthodes ne se réduisent cependant pas a la simple recherche d’op-
tima d’une fonction, et s’avérent étre également de puissants outils pour
I’analyse de situations dynamiques complexes comme 1’on en rencontre sur
les marchés financiers, ou en théorie des jeux (voir Axelrod [6]). On peut ainsi
modéliser les comportements d’agents par des suites d’éléments binaires cor-
respondant a des stratégies et examiner la survie et I’évolution de ces agents,
c’est a dire ’émergence de certaines stratégies®.

Ces méthodes ne sont apparues que trés récemment dans la littérature
économique et économétrique. Pourtant les modéles économeétriques actuels

3La stratégie “ceil pour ceil” survit ainsi trés bien dans le cadre du dilemme du prisonnier
répété (voir Axelrod [6], ou Petit-Singeot et Cazoulat [22]).



générent bon nombre de problémes de maximisation sur des espaces de di-
mensions grandissantes. Dorsey et Mayer [12] ont ainsi étudié récemment onze
problémes économétriques classiques en utilisant six procédures de maximi-
sation différentes et leurs conclusions sont élogieuses envers les algorithmes
génétiques. Andréoni et Miller [2] ont utilisé cet outil pour organiser des en-
chéres, remplacant les agents par des algorithmes adaptatifs basés sur des
algorithmes génétiques. De leur étude, quoique fort restrictive, résulte une
meilleure connaissance des procédures menant a l’équilibre de Nash dans
différent types d’enchéres.

Holland et Miller [19] proposent d’étendre encore le champ de ces tech-
niques par l'utilisation d’Agents Artificiels Adaptatifs (AAA). Ils concluent
leur article ainsi :

“By executing these models (AAA) on a computer we gain (..) an opportu-
nity to check the various unfolding behavior for plausibility, a kind of “reality
check” Whether or not agents behave in an optimal manner, the very act of
contemplating such systems will lead to important questions and answers.”

Nous proposons ici une présentation simple de ces nouveaux outils que
sont les algorithmes génétiques et le recuit simulé. Notre but est d’expliquer
les mécanismes généraux de ces algorithmes et d’en faire découvrir les usages
et potentialités. La présente section est consacrée aux principes généraux qui
animent ces algorithmes. Des illustrations mathématiques, économiques et
économétriques sont présentés dans la section 4.. Nous proposons une syn-
these des résultats théoriques les plus récents dans la section 5. Ces résultats
sont apparus tres tardivement, probablement a cause de la complexité induite
par ces algorithmes et il faudra attendre 1993 pour qu’une démonstration
compléte et rigoureuse de convergence stochastique soit établie par R. Cerf
[11]. La section 6 est consacrée aux perspectives qu’offrent ces outils dans
les différents domaines de 1’économie mathématique et de ’économétrie. En
outre, nous donnons en appendice le traitement complet d’'un exemple simple.

2 Principes

Les algorithmes génétiques sont des procédures qui s’inspirent des méca-
nismes de sélection naturelle et des phénomeénes génétiques. Le principe de
base consiste a simuler le processus d’évolution naturelle dans un environne-
ment hostile. Ces algorithmes utilisent un vocabulaire similaire a celui de la
génétique, cependant, les processus auxquels ils font référence sont beaucoup
plus complexes.

On parlera ainsi d’individu dans une population. L’individu est composé
d’un ou plusieurs chromosomes. Les chromosomes sont eux-mémes consti-



tués de génes qui contiennent les caractéres héréditaires de l'individu. Les
principes de sélection, de croisement, de mutation introduits dans ce cadre
artificiel, s’appuient sur les processus naturels du méme nom.

Pour un probléme d’optimisation donné, un individu représente un point
de ’espace d’état. On lui associe la valeur du critére a optimiser. L’algorithme
géneére ensuite de facon itérative des populations d’individus sur lesquelles
on applique des processus de sélection, de croisement et de mutation. La
sélection a pour but de favoriser les meilleurs élements de la population,
tandis que le croisement et la mutation assurent une exploration efficace de
I’espace d’état.

2.1 Principes généraux des algorithmes génétiques

Le mécanisme consiste a faire évoluer, a partir d’'un tirage initial, un
ensemble de points de I’espace vers le ou les optima d’un probléme d’opti-
misation. ’ensemble du processus s’effectue a taille de population constante,
que nous notons NN. Par analogie avec la génétique, on parle alors de géné-
rations successives. L’ensemble du processus s’effectue a taille de population
constante, que nous notons N, de sorte que les générations successives com-
portent toutes N individus.

Afin de faire évoluer ces populations de la génération k£ a la génération
k + 1, trois opérations (voir figure 1 ) sont effectuées pour tous les individus
de la génération k :

— Une sélection d’individus de la génération £ est effectuée en fonction
du critére & optimiser ou plus généralement du critére d’adaptation au
probléme (fitness), on cherche ainsi a privilégier la reproduction des

“bons” éléments au détriment des “mauvais?”.

Des opérateurs d’exploration de I’espace sont ensuite utilisés pour “élar-
gir” la population et introduire de la nouveauté d’une génération sur
I’autre.

— L’opérateur de croisement est appliqué avec une probabilité P, & deux
éléments de la génération k (parents) qui sont alors transformés en
deux nouveaux éléments (les enfants) destinés a les remplacer dans la
génération k + 1.

— Certaines composantes (les génes) de ces individus peuvent ensuite étre
modifiés avec une probabilité P, par 'opérateur de mutation. Cette
procédure vise a introduire de la nouveauté dans la population.

4Ces qualificatifs n’étant que relatifs & la population et & la fonction d’adaptation f
considérés.
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Cette procédure en trois points est ensuite renouvelée a taille de popula-
tion constante. Les critéres d’arréts sont alors de deux natures :

e Arrét aprés un nombre de générations fixé a priori. C’est la solution
retenue lorsqu’un impératif de temps de calcul est imposé.

o Arrét lorsque la population cesse d’évoluer ou n’évolue plus suffisam-
ment rapidement, on est alors en présence d’une population homogeéne
dont on peut penser qu’elle se situe a proximité du ou des optimums.

Il est a noter qu’a ce stade, aucune certitude concernant la bonne conver-
gence de l'algorithme n’est assuréée. Comme dans toute procédure d’optimi-
sation l'arrét est arbitraire, et la solution “en temps fini” ne constitue qu’une
approximation de ’optimum.

Pour utiliser un algorithme génétique sur un probléme particulier on doit
disposer des cinq éléments suivants :

— Un principe de codage des éléments de ’espace admissible du probléme,
en éléments sur lesquels peuvent s’appliquer les trois opérateurs pré-
sentés ci-dessus. Ce codage intervient aprés une phase indispensable de
modélisation mathématique du probléme (voir figure 77).

Le choix du codage des données dépend du probléme traité et condi-
tionne Defficacité (vitesse de convergence, précision,..) de I'algorithme
génétique.

— Un mécanisme de génération de la population initiale. C-ette popula-
tion initiale, qui sert de base aux générations futures, doit étre la plus
hétérogéne possible.

— Une fonction d’utilité f, permettant de calculer 'adaptation de chaque
élément au probléme. Ce critére retourne une valeur de R™ appelée
fitness.

— Des opérateurs permettant de diversifier et d’améliorer la population
d’une génération sur 'autre ainsi que d’explorer le plus largement pos-
sible ’espace admissible.

— Des paramétres dimensionnels : taille de la population, critére d’arrét,
probabilités de croisement (P,) et de mutation (P,,).

Il s’agit donc d’un “algorithme stochastique itératif” qui opére sur des
ensembles de points codés, a partir d’'une population initiale, et qui est bati
a ’aide de trois opérateurs : croisement, mutation, sélection. Les deux pre-
miers sont des opérateurs d’exploration de ’espace, tandis que le dernier fait
évoluer la population vers les optima du probléme. Nous détaillons dans la



section suivante les différentes phases de I’algorithme ainsi les principes de
fonctionnement de ces opérateurs.

2.2 Codage et Opérateurs
2.2.1 Coder ou ne pas coder?

Historiquement, les individus intervenant dans un algorithme génétique
étaient codés sous forme de chaines de bits®. Ce codage binaire contenant
toute I'information nécessaire a la description d’un point dans I'espace d’état
(voir également Alliot et Schiex [1]). Les opérateurs précités agissent alors
sur les individus codés, c’est a dire sur de chaines de bits.

A titre d’exemple, considérons le probléme de maximisation d’une fonc-
tion f(x) définie sur le domaine [0, 1], dont le maximum est atteint pour
x* =0.5.

Pour traiter ce probléme, on associe les points du domaine [0, 1] & une
chaine de bits V' dont la longueur P déterminera la précision de résolution.
La chaine V' sera donc composée de P éléments binaires V' = (v;);=1,p Ol
v; € {0,1}. Le point zy correspondant sera défini par :

P
Ty = Zvi . 27(7;71)
=1

Ceci nous permet d’obtenir 27 éléments différents dans l'intervalle [0, 1],
ce qui nous donne une précision de 2P—1_1

En examinant le codage au voisinage de 0.5, on constate que deux points
trés proches dans I’espace d’état peuvent étre codés trés differemment®.

En effet :

Variable ‘ Codage
0.49999... | 0O111111111...
0.50000... | 1000000000...

On évite cet inconvénient en utilisant un codage de Gray’.

Pour des problémes d’optimisation dans des espaces de dimension supé-
rieure, on concaténe les chaines de bits bout a bout. Par exemple, pour une

SPar analogie avec la biologie on parle également de “chromosomes”, les bits représen-
tant les “génes” composant ce chromosome.

60n utilise souvent la “distance de Hamming” comme mesure de la dissimilarité entre
deux éléments de population pour le codage binaire. Cette mesure compte les différences
de bits de méme rang de ces deux sequences.

"Un code de gray posséde la propriété de ne faire differer que d’un bit deux entier
successifs.

10



fonction de deux variables z = f(z,y), on code z et y sur leur domaine
respectif puis on concaténe z et y en une chaine unique xy. Ce type de co-
dage fonctionne bien mais présente 'inconvénient de perdre la structure du
probléme en fusionnant x et y dans une chaine unique.

Il est également possible de ne pas coder les éléments de I'espace admis-
sible du probléme. Les opérateurs agissant directement sur les éléments de la
population. Ainsi, les algorithmes génétiques utilisant des vecteurs réels étu-
diés par Golberg [?| et Wright [?] évitent ce probléme en conservant les
variables du probléme dans le codage de 1’élément de population sans passer
par le codage binaire intermédiaire. L’exemple précédent serait codé a 1’aide
d’un vecteur a deux dimensions, on conserve ainsi la structure du probléme
dans le codage.

Nous verrons par la suite comment agissent les opérateurs sur des éléments
codés sous forme de chaines de bits, et sur des éléments réels.

2.2.2 GGestion des contraintes

La gestion des contraintes liées au probléme est une tache difficile et sen-
sible pour laquelle 'utilisateur aura a arbitrer entre différentes techniques
suivant son appréhension du probléme. Ces contraintes sont de diverses na-
tures et peuvent intervenir sur ’espace d’état (contraintes de signe, restric-
tions & un sous-espace, etc..), ou de maniére plus complexe dans le probléme
lui méme.

Dans le cas de contraintes sur l'espace dans lequel doit se faire la re-
cherche, on pourra sélectionner les individus rapidement (sans avoir a les
réévaluer) par différentes méthodes. Un individu “hors champ” pourra étre :

— rejeté brutalement et remplacé par un autre individu tiré aléatoirement
sur ’espace admissible ;

— ramené a la frontiére la plus proche (principe du mur);

— reporté a la frontiére diameétralement opposée a la frontiére la plus
proche (principe du tore).

Enfin il est bon de noter qu’il peut étre préférable de garder des indivi-
dus “hors champ™mais qui conservent une direction originale, plutot que de
confiner la population a un sous-espace.

Dans I’hypothése ou la gestion des contraintes ne peut se faire directe-
ment, les contraintes peuvent étre incluses dans le critére a optimiser sous
forme de pénalités. Ainsi, un individu qui viole une contrainte se verra at-
tribuer une mauvaise fitness et sera donc éliminé, avec une forte probabi-
lité, par le processus de sélection (voir section 2.2.4). Cette facon de gérer
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les contraintes est difficile. En effet, inclure les contraintes dans la fonction
d’évaluation peut se faire de diverses fagons, et un “dosage” s’impose pour
ne pas favoriser la recherche de solutions admissibles au détriment de la re-
cherche de 'optimum ou inversement. On risque alors de fournir une solution
admissible certes, mais éloignée de 'optimum.

2.2.3 Génération aléatoire de la population initiale

Comme dans tout probléme d’optimisation, une connaissance de “bons”
points de départ conditionne la rapidité de la convergence vers I'optimum.

Si la position de 'optimum dans I'espace d’état est totalement inconnue,
il est naturel de générer aléatoirement des individus en faisant des tirages
uniformes dans chacun des domaines associés aux composantes de 1’espace
d’état, en veillant a ce que les individus produits respectent les contraintes.

Si par contre, des informations a prior: sur le probléme sont disponibles,
il parait bien évidemment naturel de générer les individus dans un sous-
domaine particulier afin d’accélérer la convergence.

Une nouvelle fois, les contraintes du probléme pourront étre incorporées
(ou non) dans le tirage de la génération initiale.

Disposant d'une population d’individus non homogeéne, la diversité de la
population doit étre entretenue au cours des générations afin de parcourir le
plus largement possible ’espace d’état, c’est le role des opérateurs de croi-
sement et de mutation. Toutefois cette méthode différe de la méthode de
recherche aléatoire, puisque les générations successives doivent étre évaluées
et modifiées afin de converger, c’est ici qu’intervient I'opérateur de sélection.

2.2.4 Sélection

La sélection permet d’identifier statistiquement les meilleurs individus
d’une population et d’éliminer les mauvais. On trouve dans la littérature
un nombre important de principes de sélection plus ou moins adaptés aux
problémes qu’ils traitent. Les trois principes de sélection suivants ont retenu
notre attention :

— Ordonnancement,
— Roue de la fortune,

— Roue modifiée, voir Golberg |?].

Ordonnancement (Ranking)

12



C’est le principe de sélection le plus simple, il consiste a attribuer a chaque
individu son classement par ordre d’adaptation. Le meilleur (c’est a dire ce-
lui qui posséde la meilleure fitness) sera numéro un, et ainsi de suite. On
tire ensuite une nouvelle population dans cet ensemble d’individus ordon-
nés, en utilisant des probabilités indexées sur les rangs des individus. Cette
procédure semble toutefois assez simpliste et exagére le role du meilleur élé-
ment au détriment d’autres élément potentiellement exploitables. Le second,
par exemple, aura une probabilité d’étre sélectionné nettement plus faible
que celle du premier, bien qu’il puisse se situer dans une région d’intérét.
Des procédures plus évoluées permettent de pondérer cette dominance des
meilleurs éléments, c’est le cas des principes de roulette.

Le principe de la Roue de la fortune consiste & associer a chaque individu
f; une probabilité P; proportionnelle a sa fitness f(6;) dans la population.
Cette probabilité pourra étre calculée comme :

()
SN S (F(6))

ou S est une fonction réguliére et croissante, au sens large.

[3

Chaque individu est alors reproduit avec la probabilité P;, certains indi-
vidus (les “bons”) seront alors “plus” reproduits et d’autres (les “mauvais”)
éliminés.

Remarque :

Dans la pratique, il est aisé de tirer N individus, affectés de la probabilité
P;, parmi N avec remise. Pour cela, on associe a chaque individu un segment,
dont la longueur est proportionnelle & sa fitness (ou a S(f(6;)), plus exacte-
ment). On reproduit ici le principe de tirage aléatoire utilisé dans les roulettes
de foire® avec une structure linéaire. Ces segments sont ensuite concaténés
sur un axe que 'on normalise entre 0 et 1 (voir figure ?7). On tire alors
un nombre aléatoire, de distribution uniforme entre 0 et 1, puis on “regar-
de” quel est le segment sélectionné. Avec ce systéme, les grands segments,
c’est-a-dire les bons individus, seront plus souvent adressés que les petits,
on privilégie ainsi les individus ayant une forte fitness au détriment des in-
dividus moins forts, tout en gardant une structure aléatoire, voir également
I’exemple élémentaire détaillé en annexe..

8Les “roues de la fortune” que 1’on rencontre dans les foires ont souvent des secteurs de
tailles différentes suivant 'importance du lot. C’est ce principe qui est reproduit ici.
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F1G. 2: Sélection de la roue de la fortune

Dans 'exemple présenté ci-dessous, la probabilité théorique de sélection-
ner I'individu 05 est de 20 pour cent®.

Exemple :

| Indices [ 1 [ 2 [ 3 | 4[5 [6 7] 8] 9 ]10]
H POp initiale ‘ 91 ‘ 02 ‘ 93 ‘ 04 ‘ 95 ‘ 06 ‘ 97 ‘ 08 ‘ 99 ‘ 010 H
Fitness 32 105102152503 02|04 1503

Proba. P; 0.30 | 0.04 { 0.01 | 0.14 | 0.23 | 0.02 | 0.01 | 0.03 | 0.14 | 0.02
HNouvellepop.‘ 91 ‘ 04 ‘ 92 ‘ 06 ‘ 99 ‘ 05 ‘ 91 ‘ 09 ‘ 95 ‘ 07 H

Mais au regard de la faible dimension de cette population (10) on constate
qu’il sera difficile d’obtenir cette espérance mathématique de sélection en
raison du peu de tirages effectués. Un biais de sélection plus ou moins fort
existe suivant la dimension de la population. Certains individus sont ainsi
représentés plusieurs fois (65, 6,), tandis que d’autres disparaissent (6,9, 05...),
d’autres enfin survivent “par chance”, bien qu’ayant un adaptation faible (7).
La roue modifiée permet d’éviter ce genre de problémes.

Décrivons ce principe de sélection a 1’aide de ’exemple simple proposé
ci-dessus (N = 10) :

Le principe consiste a créer un sous-tableau 1), un tableau de dimension
M (M < N) tel que :

90n calcule cette probabilité théorique en calculant le rapport de la fitness de I'individu

N T .. 2
a la somme des fitness des autres individus, ici : %
,
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— Tous les individus ayant une fitness supérieure a la moyenne figurent
dans T}y,

— Chaque individu #; est représenté N; fois o V; est la partie entiére du
rapport de la fitness a la moyenne des fitness p,

N; = Ent (f(gi)>

J

Sur notre exemple, ;4 = 1.06, ainsi 'individu aura 3 représentants dans ce
tableau (f (1) /p = 3.01). Pour notre exemple, Ty est de dimension M =7 :

Indicesdutableau | 1 | 2 | 3 |4 | 5| 6 | 7
Individus 01 01 91 94 05 05 99

La création de ce tableau est purement déterministe. L’assurance d’un
nombre précis de représentants pour la génération suivante élimine le biais
du principe de sélection décrit précédemment. L’ajout d’un principe aléatoire
permet de ne pas éliminer complétement les mauvais individus. En effet,
dans la pratique, ces individus sont nécessaires car ils peuvent occuper des
positions stratégiques pour I'obtention de 'optimum. Le tableau T est alors
étendu a Ty de dimension N, de la facon suivante :

— Pour chaque individu 6;, on calcule la partie fractionnaire du rapport
de sa fitness a la moyenne (on obtient donc un nombre «; entre 0 et 1).

— On tire ensuite aléatoirement 7 entre 0 et 1, autant de fois qu’il manque
d’individus, c’est a dire (N — M) fois .

- Sin < ag ’élément 0; est ajouté dans le tableau 17,.
— Sinon, on passe a l'indice 7 + 1.
— Quand on arrive a I’élément d’indice N on repasse a 1’élément 1.

Sur notre exemple, T}, pourrait étre complété de la fagon suivante :

Indices dutableau | 1 | 2 | 3 | 4|5 |6 |7 |8]|9 10
Individus 91 91 01 04 95 95 09 01 93 06

A cette étape du processus, on dispose déja de “bons” individus pour la
nouvelle population, certains ont déja été éliminés (comme 6o, 07, et 6yp).
Pour assurer la non homogénéité de la population, on effectue un brassage
aléatoire du tableau d’indices Ty avant de reconstituer la nouvelle population
et d’élargir la recherche a I’aide des opérateurs de croisement et de mutation.
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F1G. 3: Croisement chromosomique a un point

2.2.5 Croisement

Le croisement a pour but d’enrichir la diversité de la population en ma-
nipulant les composantes des individus (chromosomes). Classiquement, les
croisements sont envisagés avec deux parents et générent deux enfants.

Initialement, le croisement associé au codage par chaines de bits ou chro-
mosomes, est le croisement a découpage de chromosomes (slicing crossover).
Pour effectuer ce type de croisement sur des chromosomes constitués de M
génes, on tire aléatoirement une position de découpage. On échange ensuite
les deux sous-chaines terminales de chacun des deux chromosomes (les pa-
rents) P et Py, ce qui produit deux nouveaux chromosomes (les enfants) C
et Cy (voir figure 4 ).

On peut étendre ce principe en découpant le chromosome non pas en deux
sous-chaines mais en trois, quatre, etc.. Ce type de croisement est illustré par
la figure ?? (voir Bridges et Goldberg [?]).

Le croisement a découpage de chromosomes est trés rapide a mettre en
oeuvre lorsqu’on travaille sur des problémes utilisant des codages entiers
(binaires ou autres).

Pour les problémes ou I'on utilise un codage réel, un croisement “bary-
centrique” est souvent utilisé. Deux parents Pet P, sont sélectionnés; deux
nouveaux points sont créés sur la droite qui les relie créant ainsi C et Cy de
la fagon suivante (voir également la figure 5) :

01:QP1+(1—05)P2
Co=(1-a)P +ab,

ol « est un coefficient de pondération aléatoire adapté au domaine d’ex-
tension des génes!®
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F1G. 4: Croisement chromosomique a deux points

Le croisement barycentrique permet de générer des points entre, ou a
I’extérieur des deux éléments considérés. Toutefois ce type de croisement
peut connaitre des limitations importantes si les individus se situent sur la
méme droite (ou plus généralement dans le méme sous espace). L’opérateur
de croisement, utilisé seul, ne permet alors pas de rechercher les nouveaux
éléments en dehors de cette droite.

Dans le cas particulier d'un chromosome matriciel constitué par la conca-
ténation de vecteurs, on peut étendre ce principe de croisement aux vecteurs
constituant les génes. Deux composantes P, (i) et Py(i) sont sélectionnés dans
chacun des parents a la méme position i. Ils définissent deux nouveaux élé-
ments par pondération. On crée ainsi C (i) et Co(i) de la facon suivante

{ Ci(i) = aPy(i) + (1 — @) By(0)
(i) = (1 — )P (i) + aPy(i)

On peut imaginer et tester des opérateurs de croisement plus ou moins
complexes sur un probléme donné mais I'implémentation de ces principes est
souvent liée intrinséquement au probléme.

Remarque :

Cette méthode de diversification des éléments rappelle la méthode du
simplexe ou des polytopes. Dans cette méthode, les solutions du problémes
sont recherchée de maniére itérative en considérant une population initiale!!

107] n’est pas nécessairement compris entre 0 et 1, il peut par exemple prendre des
valeurs dans lintervalle [—0.5,1.5] afin de générer des points hors du segment, et éviter
un appauvrissement de population.

1 Cette population est constituée de d + 1 éléments ot d est la dimension de I’espace
admissible.

17



Cl

P1 2

P2

F1G. 5: Croisement barycentrique

constituant des sommets de polytopes de I'espace d’état et ou les éléments
successifs sont construits de maniére barycentriques. Nous pouvons pousser
la comparaison, puisque les éléments sont réévalués apres cette diversification
dans les deux méthodes. Les algorithmes génétiques offrent cependant un as-
pect stochastique important (les éléments sont reproduits avec la probabilité
P,) et une efficacité supérieure.

2.2.6 Mutation

L’opérateur de mutation apporte aux algorithmes génétiques l’aléa né-
cessaire a une exploration efficace de ’espace. Cet opérateur nous garantit
que l'algorithme génétique sera susceptible d’atteindre tous les points de
I’espace d’état, sans pour autant les parcourir tous dans le processus de ré-
solution. Ainsi, en toute rigueur, ’algorithme génétique peut converger sans
croisement, et certaines implantations fonctionnent de cette maniére (Fogel
et al.[?]) et sont conformes aux résultas théoriques de R. Cerf [11], voir sec-
tion 5. Les propriétés de convergence des algorithmes génétiques sont donc
fortement dépendantes de cet opérateur.

Pour bien comprendre 'utilité de 'opérateur de mutation, considérons un
probléme discret pour lequel les individus sont codés sous forme de chaines
chromosomiques constituées de trois valeurs entiéres et prenons une popu-
lation de dix individus. On suppose de plus que le croisement utilisé est un
croisement a découpage de chromosomes & un point peu importe lequel. Si
par malchance, la population initiale ne présente pas de “7” en troisiéme
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position, par exemple :

01 . 51410
Oy: | 7133
O5: ||4|6|6
Oy: ||2]|7|4
Os: |68
06 : o102
O:: |918|8
Og: |419]9
Og: || 7130
Oio: || 8123

et que 'optimum se trouve en “4.5.7” | il est impossible d’atteindre ce
point avec 'opérateur de croisement. L’opérateur de mutation permet alors
de faire varier aléatoirement la valeur des composantes de ces termes, c’est a
dire des génes.

La mutation consiste généralement a tirer aléatoirement un geéne dans le
chromosome et a le remplacer par une valeur aléatoire (voir ci dessous). Si
la notion de distance existe, cette valeur peut étre choisie dans le voisinage

)
de la valeur initiale. Dans le cas d’éléments codés en binaire, on remplacera
)
la valeur “0” par “1” et vice-versa.

g1 g1
go g2

mutation de g;

: 7
élément initial gl. — — gf élément muté
L.C]z+1 gi — g L.C]z+1

Jn 9n

Dans les codages réels, on procéde un peu de la méme maniére en tirant
aléatoirement un élément, auquel on ajoute un bruit aléatoire en veillant a ce
que 1’élément résultant reste dans le domaine d’extension qui lui est propre.

Le choix pratique des probabilités P,, et P. dépend de la complexité
du probléme étudié, cependant il parait souhaitable de faire dépendre ces
parameétres de la génération courante, afin d’explorer plus largement 1’espace,
au “début” de l'algorithme, et moins sur la “fin”.
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Comme nous 'avons déja précisé, les opérateurs de croisement et de mu-
tation ne font pas intervenir la fonction & optimiser, ce sont des opérateurs
stochastiques d’exploration du domaine admissible. C’est 'opérateur de sé-
lection qui guide la population vers les valeurs élevées de la fonction.

3 Améliorations classiques

3.1 Introduction

Les processus de sélection présentés sont trés sensibles aux écarts d’adap-
tation entre individus et dans certains cas, un treés bon individu risque d’étre
reproduit trop souvent et peut méme provoquer 1’élimination compléte de
ses congéneéres ; on obtient alors une population homogéne contenant un seul
type d’'individu. Ainsi, dans ’exemple de la figure 6 le second mode M, risque
d’étre le seul représentant pour la génération suivante et seule la mutation
pourra aider a atteindre l'objectif global M; au prix de nombreux essais
successifs.

Pour éviter ce comportement, il existe d’autres modes de sélection ainsi
que des principes (scaling, sharing) qui empéchent les individus “forts” d’éli-
miner complétement les plus “faibles”.

3.2 Scaling

Le scaling ou mise a [’échelle, modifie les fitness afin de réduire ou d’am-
plifier artificiellement les écarts entre les individus. Le processus de sélection
n’opére plus sur la fitness réelle mais sur son image aprés scaling. On souhaite
ainsi aplatir ou dilater la fonction d’évaluation. La perte de précision'? qui
s’ensuit est au prix d’'une meilleure convergence.

Parmi les fonctions de scaling, on peut envisager le scaling linéaire et le
scaling exponentiel.

12Une procédure d’optimisation “classique” peut étre ajoutée a la fin de Palgorithme de
maniére & afiner le résultat.
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=< individus
F1G. 6: Exemple ou les sélections classiques risquent de ne reproduire qu’'un

individu

3.2.1 Scaling linéaire

Dans ce cas la fitness initiale f, est redéfinie en une nouvelle fitness f
par 'opération homothétique suivante (voir Michalewicz [21])

fs:afr+b

En régle générale, le coefficient a est inférieur a un, ce qui permet de
réduire les écarts de fitness et donc de favoriser I'exploration de 1’espace. Par
contre ce scaling est statique par rapport au numéro de génération et pénalise
la fin de convergence lorsque ’on désire favoriser les modes dominants.

3.2.2 Scaling exponentiel

Il est défini de la fagon suivante (voir figure 7) :

fs = (fr)n(k)

ol k est la génération courante.
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f s = f r'k
max’

k<1

avg’ k=1
k>1
mirt
fr
min avg max

F1G. 7: Fonction de scaling exponentielle

— Pour n(k) proche de zéro, on réduit fortement les écarts de fitness; au-
cun individu n’est vraiment favorisé et l'algorithme génétique se com-
porte comme un algorithme de recherche aléatoire et permet d’explorer
I’espace.

— Pour n(k) proche de 1, le scaling est inopérant.

— Pour n(k) > 1 les écarts sont exagérés et seuls les bons individus sont
sélectionnés ce qui produit I’émergence des modes.

Dans la pratique, on fait généralement varier n(k) des faibles valeurs vers
les fortes valeurs au cours des générations. Pour cela on utilise une fonction
de type de celle représentée par la figure 8, et dont la formule est donnée

=l (i) )

k étant la génération courante, K le nombre total de générations prévues,
et ajet aq sont des parameétres a choisir. L’évolution de n(k) en fonction de
la génération k est donnée par la figure 8.

Ce dernier principe de scaling donne dans la pratique de meilleurs ré-
sultats que le scaling linéaire. Dans le cas des fonctions objectifs possédant
plusieurs modes et présentant des optimaux quasi équivalents, cette tech-
nique de scaling, en amplifiant les écarts de fitness en fin de convergence,
va effectivement favoriser le mode dominant mais aussi masquer les modes
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n

N

F1G. 8: Allure de ’évolution de n(k) en fonction des générations

sous-optimaux qui peuvent tout de méme présenter un intérét. Le scaling
permet donc une bonne exploration de I'espace d’état mais ne favorise pas
la répartition des individus sur les différents optima de la fonction objectif.
Cette répartition souhaitable est obtenue en utilisant I’opérateur de partage.

3.3 Partage (sharing)

L’objectif du partage est de répartir sur chaque sommet de la fonction
a optimiser, un nombre d’individus proportionnel a la fitness associée a ce
sommet. La figure 9 présente deux exemples de répartitions de populations
dans le cas d’une fonction a cinq sommets : le premier sans partage, le second
avec partage.

3.3.1 Principe

De la méme fagon que le scaling, le partage consiste & modifier la fitness
utilisée par le processus de sélection. Pour éviter le rassemblement des indivi-
dus autour d’'un sommet dominant, le partage pénalise les fitness en fonction
du taux de concentration (voir la remarque ci-dessous) de la population dans
le voisinage d’un individu. Plus cet individu est entouré, plus on pénalisera
sa reproduction'?. Il requiert I'introduction d’une notion de distance. Dans
la pratique, il faut définir une distance indiquant la dissimilarité entre deux

I3Un principe d’élitisme sera toutefois appliqué afin de conserver le meilleur élément
d’un groupe.
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SANS SHARING (sans mutation) AVEC SHARING (sansmutation)

i

F1G. 9: Objectif du “partage”

individus. Ce qui n’est pas toujours chose facile'*. Cette distance est alors
utilisée pour calculer la nouvelle fitness de la facon suivante :

N

() = o mji ="y S(d(0,6,)) (1)

Jj=1

avec

1—( d ) st d < Ospare

0 st d> O share

Le parameétre o4, permet de délimiter le voisinage d’un point et dépend
du probléme traité. La figure 10 donne 'allure de S(d) pour différentes valeurs
de a.

Remarque :

Ce calcul du terme pénalisant (au dénominateur) est trés proche d’un
calcul de densité par estimation non paramétrique. Le dénominateur m/ in-
tervenant en (1), jouant le role d’estimateur de la densité autour de I'individu
f;, la fonction S faisant office de noyau et o4, de fenétre. Il s’agit donc d’un
opérateur qui pondére la fitness d’un individu par 'inverse de sa densité. On
pénalise donc bien les individus se situant dans une zone “dense”.

Suivant la valeur donnée a « le partage sera plus ou moins efficace. Ainsi
pour o < 1, on pénalise les groupes trés agglomérés. A titre d’exemple, la

14 Comment, en effet, déterminer la distance séparant deux stratégies d’enchéres ? Deux
équilibres de Nash dans un jeu en comportant d’autres ? Deux chemins dans le probléme
du voyageur de commerce ?
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1
o>1
o=1
SH(d)
a<ll
. d 1
Oshare

FI1G. 10: Allure de S(—2%—)

Oshare

figure 77 donne les fitness moyennes aprés partage pour deux répartitions
possibles d’une population, dans le cas d’une fonction bi-modale (dans le cas
1, tous les points sont sur le méme sommet, dans le cas 2 les points sont
répartis sur les deux sommets). Le cas 2 donne une fitness moyenne, sur les
individus, double de celle du cas 1, ce qui justifie 'intérét du partage.

Dans la pratique ce type de partage donne effectivement de bons résul-
tats mais au prix de N? calculs de distances entre chromosomes & chaque
génération pour une population de taille N. Or les algorithmes génétiques
induisent une complexité en N sans partage et le fait de passer en N? est
trés pénalisant.

Pour réduire ce nombre de calculs , on utilise un partage par “bouquets'”.

3.3.2 Partage par bouquets (Clustered sharing)

Pour effectuer ce type de partage (voir |?]), on commence par identifier
les différents “bouquets ” d’individus dans la population. On utilise pour
cela utilise deux parameétres d,,;, et d,q.. afin de fusionner des bouquets ou
en créer de nouveaux. Initialement, chaque individu de la population est
considéré comme le centre d’'un bouquet. On applique alors successivement
deux principes, I’'un intervenant sur les bouquets, le second sur les individus
eux-mémes :

I5Mot qu nous utiliserons pour traduire le terme “cluster”
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F1G. 11: Influence du partage dans le cas d’une fonction bi-modale

— si deux centres sont & une distance inférieure a d,,;,, on fusionne ces
derniers dans un bouquet unique dont le centre résultant est le bary-
centre des deux centres initiaux.

— un nouvel individu est agrégé a un bouquet si sa distance au centre le
plus proche est inférieure a d,,q;.

— Dans ce cas, on calcule de nouveau le centre du bouquet global.

— Sinon, on crée un nouveau bouquet contenant ce seul individu.
Cet individu devient alors le centre d’un nouveau bouquet réduit
a lui seul.

Ce principe de fusion-agrégation permet d’obtenir un nombre de bouquets
fluctuant avec la répartition des individus dans I’espace d’état. On applique
ensuite le principe de partage en modifiant les fitness de la fagon suivante :

fi dic \*
!/ !/

L= .= 1—

f; m ou m; = n, o,

— n, : nombre d’individus contenus dans le bouquet auquel appartient
I'individu 7.

avec

— « : coefficient de sensibilité.

— d;. : distance entre 'individu 7 et le centre du bouquet c.
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Ces améliorations ont été développées au sein du LOG1®
Remarque :

La quantité m] représente une sorte de densité intra-bouquet, on cherche
ainsi a pénaliser les bouquets trop denses ou trop importants au profit de
bouquets plus petits, qui peuvent révéler des optimums locaux.

On montre que ce type de partage induit une complexité en O(N log N)
(voir e.g.|?|), pour des résultats tout a fait comparables a ceux fournis par
le partage classique. Dans la pratique, on remarque que le réglage des coef-
ficients d,,;, et d,.. est assez délicat car l'efficacité de ces derniers dépend
essentiellement de la connaissance a priori des distances entre les optimums
dans l'espace d’état, distance inconnue qu’il est trés difficile d’estimer.

3.4 Algorithmes génétiques et recuit simulé

3.4.1 Introduction

Les algorithmes génétiques et le recuit simulé étant deux techniques d’op-
timisation stochastique travaillant sur les mémes types de problémes, il est
logique de chercher a les associer afin de tirer partie de leurs avantages res-
pectifs. Il semble (voir Chansou [?]) que le recuit simulé converge plus vite
vers la solution optimale mais ne donne qu’une solution dans le cas des pro-
blémes & optimums multiples, ceci confirme les résultats donnés dans 777 |?|.
A TDinverse, les algorithmes génétiques fournissent plusieurs solutions quasi-
optimales mais au prix d’un temps de convergence plus long. Il semble alors
naturel d’associer ces deux techniques afin d’améliorer la convergence des
algorithmes génétiques.

Il y a eu de nombreuses tentatives de fusion entre les algorithmes gé-

nétiques et le recuit simulé, les travaux les plus intéressants étant ceux de
Mahfoud et Goldberg |?].

3.5 Recuit simulé

6Laboratoire d’Optimisation Globale CENA-ENAC (Centre d’Etudes de la Navigation
Aérienne, Ecole Nationale de I’Aviation Civile).
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3.5.1 Principe

3.6 Croisement avec recuit

3.6.1 Principe du croisement avec recuit simulé

Pour appliquer ce principe de croisement, on commence par sélectionner
deux parents P; et P, dans la population (voir figure ??). On applique ensuite
I'opérateur de croisement classique qui génére deux enfants C; et Cy. Un
tournoi est alors effectué entre les parents et les enfants pour lequel les deux
vainqueurs sont sélectionnés par le schéma de recuit suivant. On consideére
I'individu C;. On tire ensuite aléatoirement un des deux parents, soit P; ce
parent :

— si C est meilleur que P;alors (') est sélectionné.

— sinon (' est sélectionné avec la probabilité :

7(|fclffpi\>
P=e "

ou t, est un coefficient décroissant en fonction de la génération courante
(n).

On fait de méme pour C5 avec le parent restant et 'on détermine ainsi
deux individus C] et CY.

L’évolution de la variable ¢, se fait de la fagon suivante. On utilise un
schéma de recuit standard géométrique a un palier de basculement. Prati-
quement, on calcule trois “températures” dont les valeurs dépendent de la
connaissance des écarts min et max des fitness de la population initiale.

ts = —lA(f'”l“ k=0.75 Temprature initiale
=1

t, = —ﬁ‘(f% k =0.99 Temprature de basculement
KA

tf=— Sfmin | = 0.99 Temprature finale
(k)

ol A frnin, A fmaz représentent les écarts minimum et maximum des fitness
de la population initiale. Le schéma géométrique fait évoluer la température
courante de la fagon suivante :
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t() - ts
the1 = ity pour tg >t > T4
lny1 = aoty,  pour t, >1, > tf;

avec 0 < a1 < ap < 1.
Pour chaque palier, on calcule le nombre d’itérations de stabilisation a
I’aide des formules :

tn( ) ()
Nl = aq N2 = In as
Ces deux formules, nous permettent de calculer le nombre total de géné-
rations pour un probléme donné.

4 Utilisation et exemples

Comme nous ’avons déja remarqué ces techniques permettent de fournir
des éléments de population correspondant & une “zone optimale” pour un
probléme donné. Ces éléments, ou individus, ne donnent pas précisément une
solution du probléme mais des positions proches de 'optimum. C’est en sens
qu’il faut interpréter les algorithmes de fagon pratique. Ainsi, lorsqu’on utilise
un algorithme génétique dans une optique de maximum de vraisemblance par
exemple, il convient de prolonger cette procédure par un algorithme classique
“grimpeur”; afin d’augmenter la précision de la recherche et d’obtenir le(s)
maximum(s) de maniére précise (voir Goffe et al. [16], ou Dorsey et Mayer
12]).

Dans un cadre économique, il s’agira moins de déterminer le maximum
précisément que d’en comprendre la signification. En effet, si ’'on modélise la
stratégie d’un joueur par ses actions passées dans un jeu répété, la population
initiale comportera des éléments interprétables, puisque issus de comporte-
ments théoriques que I'on souhaite examiner. Il n’en sera pas de méme de
la population aprés quelques générations, les opérateurs de croisement et de
mutation ayant effectué des bouleversements importants dans la structure
méme des individus (voir Andreoni et Miller [2], ou les vulgarisations autour
du dilemme du prisonnier [?] et [?]).

Ces mémes algorithmes génétiques peuvent également étre utilisés comme
aides a la décision dans une situation évoluant rapidement, on ne demande
alors pas la meilleure solution mais une solution raisonnable dans un temps
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limité. Cette situation, qui est a I’étude dans le cadre de procédures d’évite-
ment d’avions (voir Durand[13]), pourrait également s’appliquer aux marchés
financiers.

Nous proposons ici une revue d’ensemble des problémes économiques et
économétriques traités, en totalité ou en partie, par algorithme génétique.

Optimisation (Alliot et Schiex [1])

Economie : Exemple du dilemme du prisonnier d’Axelrod [6] et des en-
chéres d’Andréoni et Miller [2]

Economeétrie 11 exemples( Dorsey et Mayer [12]) +2 en projet (avec C.
Bisiere et E. Malin).

Autres : Evitement des avions (Durand [13]), Othello (Alliot et Schiex
[1]), Sectorisation (Delahaye [?]), etc..

5 Reésultats théoriques

Les algorithmes génétiques ont monté leur efficacité pratique bien avant
que les résultats de convergence théorique ne soient établis. Nous disposons
aujourd’hui de trois approches théoriques différentes permettant de mieux
comprendre le fonctionnement des algorithmes génétiques, ces trois approches
donnant des résultats asymptotiques.

— La théorie des Shémas développée par Holland [18], constitue une pre-
miére approche du probléme. S’appliquant sur des chaines de bits, elle
étudie le comportement asymptotique de ’algorithme et 1'effet des dif-
férents opérateurs sur la structure des shémas, que nous détaillerons
pas ici.

— La deuxiéme approche découle des résultats de convergence stochas-
tique sur des méthodes de recuit simulé développées par Laarhoven et
Aarts |?]. Sous certaines hypothéses, on montre la convergence asymp-
totique grace a ’opérateur de mutation. Ce résultat est d’ailleurs conforme
a l'intuition, puisque seul cet opérateur permet réellement ’exploration
aléatoire de 1’espace.

— L’approche théorique la plus récente est proposée par Raphaél Cerf
[11] et utilise une modélisation par chaine de Markov de I’algorithme
génétique. Les résultats asymptotiques sont obtenus grace a la théorie
de Freidlin et Wentzell [15].

Cette derniére approche est la plus satisfaisante tant sur le plan ma-
thématique, que sur celui de la modélisation, les différents opérateurs étant
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présentés comme “perturbant” un processus Markovien représentant la popu-
lation & chaque étape. Ici encore il est démontré I'importance de I'opérateur
de mutation, le croisement pouvant étre totalement absent. Nous présen-
tons ici une version simplifiée de cette théorie et les principaux résultats de
convergence.

5.1 Modélisation de l’algorithme génétique

Les principaux résultats asymptotiques portant directement sur les algo-
rithmes génétiques, ont étés développés par R. Cerf [11] sur la base des tra-
vaux de Catoni [10] et de Trouvé [24]. Ces travaux se fondent sur la théorie
des petites perturbations aléatoire d'un processus dynamique de type Marko-
vien. Plus particuliérement, la théorie de Freidlin et Wentzell [15] constitue la
pierre d’angle de ces études. Nous donnons ici, quelques résultats particulie-
rement révélateurs de la dynamique des algorithmes génétiques, développés
par Cerf. Nous les présentons simplifiés et dans un cadre restreint, laissant
le lecteur intéressé se reporter a la difficile lecture des références citées ici.

Afin de préciser le cadre de cette section, nous travaillerons ici sur la base
d’un codage binaire & , P représente le nombre d’éléments binaires (bits)
utilisés pour le codage(voir section 2.2 pour plus de détails). La fonction
d’évaluation, f sera donc définie sur I'espace E = {0,1}¥ a valeurs dans R*.
Le probléme est donc de localiser I'ensemble des maxima (globaux ou non)
de f , ou, a défaut, de trouver rapidement et efficacement des régions de
I’espace, ot se situent ces maxima.

Comme nous 'avons vu ’algorithme génétique est un algorithme stochas-
tique itératif qui opére sur des ensembles de points, et qui est bati a 'aide
de trois opérateurs : mutation, croisement et sélection, que nous présentons
plus formellement a présent.

5.2 Description rapide de P’algorithme

Soit N la taille (fixe) de la population, notons X} la population de la
génération k : il s’agit d’une matrice Xy = (X}, X7,.. X}¥) de EV dont les
N éléments sont des vecteurs (chromosomes) de taille P composés de 0 et
de 1(les génes)'". Le passage de la génération k a la génération k + 1, c’est a

170n peut associer ces chromosomes & des “mots” composés sur Palphabet {0,1}, les
génes sont alors les “lettres” 0 ou 1.
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dire de X a Xy, se décompose en trois étapes :

Mutation Croisement
— —

Sélection
Xk 7 Z, — Xpq1

chacune de ces étapes peur étre modélisée formellement.

5.2.1 Mutation X, — Y},

L’opérateur considéré ici est I’opérateur de mutation chromosomique bi-
naire (voir section ??). Pour chaque composante de chaque élément X7, une
variable de Bernouilli de parameétre P, est tirée indépendamment et suivant
le résultat 1’élément binaire examiné est changé ou non. S’il y a mutation les
“0” sont changés en “1” et vice versa.

La probabilité P, est la probabilité de mutation doit étre préalablement
choisie et est généralement “faible”.

Comme nous le verrons par la suite, cet opérateur joue un role clé dans
la convergence de ’algorithme génétique.

5.2.2 Croisement Y, — 7,

L’opérateur étudié ici est 'opérateur chromosomique a un point de dé-
coupage (slicing crossover). Ici encore, un paramétre P, est fixé initialement,
c’est la probabilité de croisement. Pour construire la population Z;, N/2
couples sont formés a partir de la population Y (par exemple en appariant
les individus consécutifs de Y}, ou bien en choisissant au hasard et uniformé-
ment des individus dans Yj). Pour chaque couple, une variable de Bernoulli
de paramétre P, est tirée pour décider si le croisement a lieu. Si c’est le
cas, un site de coupure est tiré au hasard, et les segments finaux des deux
chromosomes sont échangés.

Une nouvelle paire d’individus est ainsi obtenue (identique a l'ancienne
s'il n’y a pas eu de croisement) et est stockée dans la population Z;. En
général, le parameétre P, est choisi "grand”.

Remarquons que les opérateurs de mutation et de croissement ne font pas
intervenir la fonction f, ce sont des opérateurs stochastiques d’exploration.
C’est le troisiéme et dernier opérateur, la sélection, qui guide la population
vers les valeurs élevées de la fonction f.
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5.2.3 Sélection Z;, — Xy

Les N individus de la population X, sont obtenus d’aprés la sélection
effectuée sur les individus de Z;,. On sélectionne ainsi les “meilleurs” individus
de Zj, indépendamment a ’aide d’une distribution de probabilité qui favorise
les individus de Zj, les mieux adaptés.

Le choix le plus fréquent est 'unique distribution telle que la probabi-
lité d’un individu soit proportionnelle & son adaptation, i.e la probabilité de
sélection de l'individu Z! est :

P,=P(Z;) = 7Nf )
> F(Z})

En tirant les individus dans la population Z; conformément aux proba-
bilités F;, on constitue la nouvelle génération Xy ;.

5.3 Modélisation

La présentation rapide des opérateurs nous permet de modéliser la suite
des (Xj)ren en une chaine de Markov, d’espace d’états E = ({O,I}P)N.
L’algorithme génétique ne doit donc pas étre interprété comme une procédure
d’optimisation mais plutot comme une marche aléatoire dans ’espace d’état,
attirée vers les fortes valeurs de f .

La propriété premiére de cette formalisation est que la loi de X} est
déterminée de maniére unique par :

- la loi de la génération initiale X

- le mécanisme de transition de X a Xj,1, mécanisme scindé en les trois
étapes détaillée ci-dessus.

Ce mécanisme de transition posséde toutefois des propriétés essentielles
qui font l'intérét et la puissance de cette formalisation, voir Cerf ([11], cha-
pitre 1) :

— 11 est homogeéne (c’est a dire indépendant de la génération, k, considé-
rée)

— 11 est irréductible, (la probabilité de joindre deux points quelconques
de 'espace d’état, en un nombre fini de générations est non nulle) soit :

Ve,ye B IreN PXp,=y|Xr=2]>0
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Le mécanisme permet donc d’explorer tout point de ’espace d’état,
avec une probabilité non nulle.

— Il est apériodique, cette hypothése n’est cependant pas fondamentale.

Ces propriétés permettent de conclure a ’ergodicité de la chaine de Mar-
kov, et a I'existence d’un processus limite.

Théoreme 1 Une chaine de Markov homogéne irréductible apériodique d’es-
pace d’états fini est ergodique et posséde une unique mesure de probabilité
stationnaire ou invartante.

Cette mesure stationnaire correspond a la loi régissant 1’équilibre du pro-
cessus, elle est définie , pour tout y, comme :

p(y) = lim P[Xy, =y | Xy = 7]
k—o00

Nous savons également que tout élément de I'espace d’état est de proba-
bilité non nulle pour cette mesure.

Toutefois, si ce résultat nous permet de savoir qu’il existe une dynamique
de fond de 'algorithme génétique, il nous reste a en déterminer les propriétés,
I'influence des opérateurs (et des paramétres associés) qui jouent un grand
role dans le processus.

Pour cela nous introduisons les notations suivantes :

Notations

Six = (x1,...,7x) est un élément de EV et ¢ un point de E, nous notons :

~ o~

flz) = flxy,...,zn) =max{f(z;): 1 <i< N}

r = {xkeargmaxf(x)}
z] = {zx : 1<k <N}

De maniére générale, les lettres z, vy, 2, u, v.. désignent des populations,
i.e. des éléments de B, et les lettres i, j des points de E.

5.3.1 Processus de fond (X;°)

C’est a partir de ce processus de fond qu’est reconstitué ’algorithme gé-
nétique en étudiant ses perturbations aléatoires par les différents opérateurs.
Il est défini comme processus limite, lorsque les perturbations ont disparu.
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C’est également une chaine de Markov sur EV dont le mécanisme de transi-
tion est trés simple puisque correspondant a la situation limite suivante :
Les N composantes de X7, sont choisies indépendamment et suivant la

loi uniforme sur I’ensemble X 2°.

— Les individus dont ’adaptation n’est pas maximale en k, sont éliminés
et n’apparaissent pas dans la génération k£ + 1,

— Les individus dont ’adaptation est maximale, ont des chances de sur-
vies égales

Cette chaine est tout d’abord piégée dans I’ensemble S des populations
ayant la méme adaptation (ou ensemble des population d’équi-adaptation),

S={z=(x1,..,zn) € EN ¢ f(x) = f(a2) = o= flaw)}

Cette population représente les attracteurs de la chaine (voir 5.4 plus
loin), puis elle est absorbée par une population uniforme, de sorte que :

vz e BV PRz, e 3K VE>K XP=ua;| X =1 =1

Lorsque la population est devenue uniforme et en 1’absence ici de pertur-
bations, il ne se passe plus rien.

Ceci peut également se traduire en définissant les populations uniformes
comme les états absorbants de la chaine X°.

Nous allons maintenant étudier la situation ou se processus est perturbé.

5.3.2 Processus perturbé (X})

La modélisation proposée par Cerf, part du processus de fond (X°),décrit
ci-dessus, qui est perturbé aléatoirement, les perturbations sont indicées par
le paramétre [. La chaine de Markov (X°) devient donc une suite de chaines
de Markov (X}), dont le mécanisme de transition est donné par la succession
des transformations générées par les opérateurs.

X]lc Mzﬂgon U]i C’roz’si;wnt Vkl Séﬂon X]lH_l

Il nous faut pour cela modéliser précisément les opérateurs.
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Les mutations sont définies comme de petites perturbations aléatoires
indépendante des individus, de la population X}. Il est assez naturel d’intro-
duire la probabilité p;(, j) de transition'® de mutation entre les points i et j
de E, comme un noyau Markovien p;.

Trivialement on a Vi € F ZJEE p(i,j) = 1. Sur la chaine X!, la
probabilité de transition entre les points z et u de B est :

P [Uli =u | Xllc = x] = pi(@r, w) - pi(z2, u2) - - pr(@n, un)

Plus précisément et afin d’analyse la dynamique de (X}) lorsque [ tend
vers l'infini, nous reportons ici les hypothéses sur le mode et la vitesse de
convergence des probabilité de transition. Pour cela nous supposons 1’exis-
tence d’un noyau irréductible, «, sue F, i.e. :

Vi,j€E, i, 11, -, i (’est & dire un chemin dans E) tels que iy = ¢
et 1, = j tels que :

H a(ik,’i]H_l) >0
0<s<r—1

L’hypothése d’irréductibilité du noyau « est essentielle, elle assure que
tout point de I’espace est potentiellement visitable.

La vitesse de convergence du noyau p;, est caractérisée par le réel positif
a, tel que p; admette le développement suivant :

a(i,g) - 172+ o(l7%) SiiF
Vi,j € E Vs (i, j) = (2)
1—a(i,j) 172 +o(l™*) sii=j

La condition de positivité de a nous permettent de faire disparaitre les
perturbations lorsque [ tend vers 'infini.

Vi,j e E llim p(i,j) =6(i,5) :{ 0 siiF] (3)

1 sii=j

Ici encore 'opérateur est modélisé comme effectuant de petites pertur-
bations aléatoires sur des couples de la population U}. Ces couples sont ici

18 est la probabilité P;(i,7) pour un point i de E de se transformer par mutation en
un point j de
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formés par les éléments successifs de la population, les transitions sont gérées
par le noyau Markovien ¢; sur £ x E, cette fois, de sorte que :

P [Vkl = | U/;lC = u] = q ((u1,u2) - (u3,uq) -+ - (un_1, un))

Pour ce noyau ¢ nous supposerons l'existence d’un noyau irréductible
sur F x E| la vitesse de convergence est alors paramétrée par le réel positif
b tel que :

V(il,jl)EEXE \V/(ig,jg)EEXE Vs
B (i, 41)  (i2, 42)) - 7P + o(17%) si (i1, J1) # (i2, J2)

1= B((iv, 1), (i2, 42)) - 172 +0(I7%)  si (in, j1) = (i2, jo)
(4)
L’évanouissement asymptotique des croisements est également imposée par
la positivité de b :

q (71, 71) , (2, j2)) =

Vi, 12, J1, o €F zlg?o q ((21,12)(J1, J2)) = 0(41,92) - 0(J1, J2) (5)

C’est 'opérateur le plus compliqué et également le plus important puis-
qu’il permet la convergence vers les optima de f.

Il est modélisé a ’aide d’une fonction de sélection F; dont Cerf nous donne
une définition précise, pouvant étre résumée par :

F o {1, N} x RHY —[0,1]

(4, fi, f2,- - fn) — (i, fi, forr o5 [N)
telle que :

i) F (-, f1, f2,- -+ [n) est une probabilité sur {1,---, N}

ii) Cette probabilité est indépendante de I'indexation des fi, fo,--- fy (on
peut permuter les f; )

iii) La probabilité favorise les éléments i associés a des valeurs élevées (i.e.)

Si fi>fo>-->fy  Alors
E(la fl)f?a"')fN) ZE(Qa f17f27"'7fN)Z"'ZF1l(N7 f17f27'“7fN)
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Cet outil, dont on voit qu’il modélise les probabilité de sélection définies
section 6, nous permet d’écrire la probabilité de transition correspondant a
la derniére étape.

N
P [X,lchl =z | V= v] = HTl(xr,vr)
r=1

ceci signifie que la probabilité de transition est le produit des probabilités
sur chacune des N composantes de E.
La probabilité T; entre deux composantes (., v,) est donnée par :

Yi(wrv) = Y, Fi(k, f(n), f(v2),-, f(on))

k:vp=xp

De méme que pour les autres opérateurs, la fonction de sélection doit étre
choisie et sa vitesse de convergence caractérisée :

F (i o f) = e le fi ()
l(l, f17f27 7fN) Ziv:l exp (C'fr ln(l))

Ce choix correspond bien & une probabilité de sélection avantageant les
fortes adaptation au détriment des faibles, le réel positif ¢ indexant cette
fonction.

Le mécanisme de sélection opérant sur le processus de fond (X °), cor-
respond a la fonction de sélection F, définie par :

(6)

1, ()
card(Z)

FOO (kaf(xl)af(x2)7"'7f(xN)) =

C’est a dire, la loi uniforme sur 'ensemble T = {z}, € argmax f(z)}
La suite (F});en des fonctions de sélection tend vers cette loi uniforme

Vz € EN vk

liInl%oo F1l (ka f(xl)a f(x2)7 Tty f(ajN)) = FOO (k7 f(x1)7 f(aj2)7 T f(xN))
(7)
Les conditions 3, 5, et 7 nous permettent d’assurer que le mécanisme de
transition de la chaine (X}) converge vers celui du processus de fond (X©°) :

Vy,z € EN ll_i}rgP[X,lHl:ﬂX}g:y}:P[X,S‘jrlzz|X,?°=y}

C’est également en ce sens que 'on interpréte la chaine (X)) comme une
perturbation de la chaine (X°).
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Les vitesses de convergence intervenant dans chacun des opérateurs jouent
un role important. La formulation proposée en (2), (4) et (6), permet un
ajustement équitable de ces vitesses (elles sont logarithmiquement du ordre)
de sorte qu’aucun opérateur ne domine les autres dans la dynamique. lorsque
[ tend vers 'infini, les conditions (3), (5), et (7) nous permettent d’assurer que

le mécanisme de transition de la chaine (X}) converge vers celui du processus
de fond (X°), et on a'? :

Vy,z e BN lllrgop[x,i+1:z|x,§:y]:P[X,jilzz|X,$°:y]

La chaine (X!) se comporte alors comme le ferait (X°). La théorie de
Freidlin-Wentzell nous donne les outils pour simplifier I’étude de ces processus
a temps continu.

5.4 La théorie de Freidlin et Wentzell

5.4.1 Principe

Soit le systéme différentiel de RY satisfaisant les équations déterministes :

{ dx, = b(x,) dt

Lo = Ting

(8)

Sous de “bonnes” hypothéses, il existe une solution (trajectoire) unique,
z(t) a ’équation (8) et a la condition initiale associée. I'une des préoccupation
immeédiates est de savoir si cette solution va, ou non, tendre vers un équilibre
(qui n’est pas forcément unique). Et si oui, quel en est I'ensemble de stabilité.
L’équilibre est défini comme une fonction constante z* telle que z* = tliglo Ty

, et I'ensemble de stabilité comme I’ensemble K( x*) des points de départ
qui ménent & cet équilibre?®. On peut élargir cette notion, d’équilibre et de
stabilité, par celles, trés proches, d’attracteur et de bassin d’attraction.

19C’est également en ce sens que I'on interpréte la chaine (X)) comme une “perturbation”
de la chaine (X°).
20T ’ensemble de stabilité de 1’équilibre z* est :

K(z*) = {:r;im- e RN, t.q. pour z; solution de 8 ; lim z; = :c*}
t—00
Pour chaque équilibre on définit ainsi son ensemble de stabilité. Cet équilibre est stable

s’il contient un voisinage de I’équilibre, et instable sl existe des points de départ infiniment
proche de I’équilibre qui ne menent pas & celui-ci.
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Un attracteur du systeéme est le voisinage compact K; d’un point visité
une infinité de fois, et le bassin d’attraction I’ensemble des points de départ
qui ménent a cet attracteur. Nous supposerons que R? posséde un nombre
fini d’attracteurs Ky, ---, K.

La théorie de Freidlin-Wentzell étudie la perturbation du systéme 8, par
des perturbation Browniénes, d'intensité . Le systéme déterministe 8 devient
alors un systéme différentiel stochastique.

{ dX7 = b(X}) dt + edw, (9)
X6 = Ting

Le processus (X[ );cg+ est maintenant un processus stochastique per-
turbé par le mouvement brownien (w;);cg+ et dépendant de e. La situation
change alors puisque les perturbations brownienne permettent au processus
de s’échapper de n'importe quel bassin d’attraction, et en fait le processus
les visite tous.

De plus, le processus est ergodique et admet une unique mesure de pro-
babilité invariante, i.e.

VB borélien de R? lim PIX] € B | X§ = zini] = 1i*(B)
— 00

existe est la probabilité de présence du processus dans le Borélien B |
lorsque le systéme a atteint son état d’équilibre. Cette probabilité u° est
invariante avec le point de départ x;,;.

Lorsque les perturbation cessent, le processus se comporte comme dans 8
et reste presque sirement au voisinage V(K U- - -UK, ) des attracteur,.tandis
que la probabilité de présence dans n’importe quel Borélien A disjoint de
K, U---U K, disparait.

limp® (V(KGU---UK,)) = 1

e—0

limp®(A) = 0
e—0
Le résultat principal de Freidlin et Wentzell repose sur 1’équivalence du
processus (X7);er+ & temps continu et espace d’état R? et du processus
(Z8)nen & temps discret et espace d’état fini {1,---.r} décrivant les visites
au nieme attracteur.
La construction précise de (Z%),en, n'est pas reportée ici mais nous en
donnons un apercu afin de mieux comprendre ce dernier processus.

— Si @y est “proche” de lattracteur K, alors Z5 = h € {1,---.r}
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— puis le processus, sous l'influence de (w;), est attiré par K et Zf = s
— etc..

La chaine de Markov?!' ainsi crée a pour espace d’états {1,---.r}, est
irréductible, et posséde une unique mesure de probabilité invariante v°.

Théoreme 2 L’étude du comportement asymptotique de la mesure ju° est
“equivalente” a I’étude du comportement asymptotique de la mesure v°

Nous passons sous silence I’étude des probabilité de transition P [ZZ =i | Z5 = j]de
la chaine (Z%),en qui s’écrivent comme des intégrales sur 'ensemble des fonc-
tions ¢ qui lient les attracteurs K; et K, laissant le lecteur intéressé se re-
porter & la lecture de Freidlin et Wentzell [15], ou de Cerf [11].
Notons toutefois que ces probabilité de transition s’écrivent :
V(i Jj)

2

PlZ;=i| Z; = j]~exp

ou V(i,j) = inf{V(9), &(-) Cogltinue 0.1] — R4, ¢ (0) € K;, ¢ (T) € K,}
awwzﬁkw—umm

sant sa vitesse de convergence.

La quantité V' (i, j) ou codt de communication, mesure le coit de passage
de l'attracteur K; a l'attracteur Kj.

dt. est une constant associée a ¢ et caractéri-

Les intensités de transitions de la chaine (Z%),cn, nous ouvrent la voie
pour déterminer la mesure invariante v°.

5.4.2 Mesure invariante v°

Les outils qui permettent de déterminer cette mesure invariante ont été
développés, une nouvelle fois par Freidlin et Wentzell, nous aurons besoins
de certains d’entre eux.

Définition :Soit i un élément de {1,...,7}.
Un i—graphe sur {1,...,r} est un graphe g sur {1,...,r} possédant les
propriétés suivantes :

21 La nature Markovienne de w;, nous permet de montrer qu’il s’agit bien 1a d’une chaine
de Markov.
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— Vj # 1, le graphe g contient une unique fléche issue de j
— Il existe un chemin dans g qui méne de j a ¢
— ¢ ne contient pas de fléche issue de i

Il s’agit donc d’un graphe sans cycles formé de chemins qui aboutissent
en i. On note G(i) 'ensemble des i—graphes sur {1,...,7}.

Définition :La fonction d’énergie virtuelle W est la fonction de {1,...,7}
dans R définie par :

Vie {1,..,r} W(i) = mln Z Ve, )

a cette fonction est associé I’ensemble W* des minima globaux de W.
Finalement, la mesure invariante v° est caractérisée par :

W) —w W)

Vie {1,..,r} v (i)~ exp — -

ou W(W*) =min{W (i) : i€ {L,...,r}}.

Le comportement asymptotique de v* (et par la méme occasion de ) est
donc connu : la mesure v° se concentre sur les attracteurs dont l'indice est
dans W* et décroit vers zéro a la vitesse exp — CSte pour les autres attracteurs.
Il existe donc un sous-ensemble de W* de l’ensemble des attracteurs sur lequel
se concentre la mesure invariante du processus.

ieW*

lim lim P
e—0 t—o0

La dynamique du processus est donc caractérisable.

5.4.3 Dynamique du processus.

Dans sa thése, Cerf nous donne une trés claire interprétation de la hiérar-
chie des cycles qui caractérisent la dynamique du processus. Supposons que
le processus soit initialement dans le bassin d’attraction de K. I1 quitte Ky
au bout d’un temps fini. Parmi toutes les trajectoires de sortie, il en existe
une plus “probable” que les autres, qui I’améne vers un nouvel attracteur ; par
exemple K, puis, bientdt K. L’ensemble des attracteurs étant par hypothése
fini, le processus finit par revisiter un attracteur formant un cycle d’ordre 1
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sur lequel le processus tourne longtemps, trés longtemps. Englobons mainte-
nant ces trois attracteurs dans une boite. Comme toujours, les perturbations
browniennes finissent par pousser le processus hors de cette boite, et ici en-
core, il existe une trajectoire de sortie canonique qui fait tomber le processus
dans un nouveau bassin d’attraction, ou plus généralement, dans un autre
cycle d’ordre 1.

Les cycles d’ordre 1 sont aussi en nombre fini, et le processus finit par
revisiter un cycle d’ordre 1 : un cycle d’ordre 2 est alors formé, dans lequel
le processus reste piégé trés tres longtemps. En continuant de la sorte, il est
possible de construire toute une hiérarchie de cycles qui épuise ’ensemble des
attracteurs et fournit une image trés précise de la dynamique asymptotique
du processus. A chaque transition entre cycles est associée une constante qui
caractérise la difficulté de la transition.

Enfin, lorsque € décroit avec le temps, i.e. € = £(t) est une fonction de
t qui tend en décroissant vers 0, nous obtenons un processus de Markov
inhomogeéne (le mécanisme de transition dépend du temps).

— Si g(t) décroit trés lentement, de sorte qu’a chaque instant la loi de X
soit proche de I’état d’équilibre associé au niveau de perturbation £(t),
la situation ne change pas fondamentalement. La loi limite correspond
a la limite de la suite des lois d’équilibre.

— Si au contraire £(t) décroit trés rapidement, le processus risque de rester
piégé dans certains sous-ensembles d’attracteurs : plus précisément,
dans la hiérarchie des cycles, certaines transitions ne pourront étre
effectuées qu’un nombre fini de fois, alors que d’autres, plus "faciles”,
seront réalisées une infinité de fois avec probabilité 1. La loi limite
dépend alors fortement du point de départ.

La hiérarchie des cycles permet ainsi de décrire les dynamiques possibles
de (X;) en fonction de la vitesse de décroissance de ().

5.5 Résultats de convergence

Lorsque [ croit vers linfini, les perturbations affectant le processus (X})
diminuent de sorte que cette chaine se comporte, presque stirement, comime la
chaine (X;°). Plus précisément, nous savons que les attracteurs de la chaine
(X;°) sont les population d’équi-adaptation S et les populations uniformes
(attracteurs stables). La chaine (X}) va donc étre attirée par ses attracteurs,
en commencant par ’ensemble S.
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La théorie de Freidlin et Wentzell nous permet de reporter cette étude
sur celle de la chaine des (Z}) des visites successives de (X}) a Pensemble S.
Nous poserons donc Z; = X7, ot Ty est Uinstant de la kiéme visite de (X})
dans S.

Les probabilité de transition de la chaine (Z}), sont estimées & Paide des
opérateurs définis en 5.3 et selon le shéma développé ci-dessus. Les fonctions
de cout de communication V (4, j) et d’énergie virtuelle W sont définies et
estimées.

Nous savons alors que la suite des mesures stationnaires de la chaine (X})
se concentre sur ’ensemble W* des minima de W :

Vi, € BV lim lim P[X, € W*|X{ =] =1
=00 k—o0

L’un des principaux résultats indique qu’il existe une taille de la popu-
lation de (X!), (taille critique) telle que les maxima de f soient atteints
asymptotiquement avec probabilité 1.

5.5.1 Taille critique

Supposons fixés 'espace d’état F, la fonction d’adaptation f, les noyaux
de transition de mutation « et de croisement (3, ainsi que les constantes
positives gérant les trois opérateurs a, b, et c.

Théoreme 3 (Cerf 1993)

1l existe une valeur critique N*, telle que lorsque la taille de la population
de l'algorithme génétique dépasse N*, l’ensemble f* des maxima globaux de
f, contient ’ensemble W*.

Cette taille critique N* , dépend fortement de [’espace d’état E, de la
fonction d’adaptation f, des noyaux a et de croisement (3, ainsi que des
parametres a, b, et c.

Une borne grossiére, mais lisible de N* est :

aR+c(R—-1)A
min(a cd)

N* <

b
> 9

ou :

— R est le nombre minimal de transition permettant de joindre deux
points arbitraires de E par mutation
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— A et ¢ sont des paramétres d’échelle :

— A =max{|f(i) — f(j)| : i,j € E} paramétre mesurant les écarts
maximaux de f

— 0 =min{|f(i) — f(j)|: 4,5 € E, f(i) # f(j)} mesurant les écarts

minimaux.

Il est intéressant de relever que le résultat est obtenu sans faire intervenir
I'opérateur de croisement, qui n’est donc pas indispensable. L’exploration par
mutation et le guide de la force de sélection suffisent a assurer la convergence
vers f*.

Ce premier résultat nous indique que des que N > N*, la suite des me-
sures stationnaires de la chaine (X!) se concentre asymptotiquement sur f*
lorsque [ tend vers ’infini. L’étape suivante consiste donc a faire évoluer [ ,
et donc l'intensité des perturbations, en fonction de la génération pour obte-
nir un algorithme génétique correspondant a ceux présentés dans la section
2. Nous obtenons alors une chaine de Markov inhomogeéne (X,i(k)) dont le
mécanisme de transition dépend alors de la génération k.

5.5.2 Vitesse de convergence

Le principal probléme est de savoir si cette chaine inhomogéne peut avoir
un comportement proche de celui de la chaine homogene (X}), et si oui,
sous quelles conditions. La vitesse de croissance de [(k) vers I'infini, est bien
évidemment, au centre du débat.

— Sil(k) croit “lentement”, alors la loi de X sera proche de la loi station-
naire p£(") de niveau de perturbation £(I(n)) associé a I(n).

— Si I(k) croit “rapidement”, alors X} risque de rester piégé dans des
bassins d’attraction ne correspondant pas aux maxima de f, I'intensité
des perturbation devenant trop faible pour pouvoir s’en échapper.

La vitesse recherchée se situe entre ces deux extrémes, permettant a X
de s’échapper des “mauvais” bassins d’attraction (ne correspondant pas a des
maxima de f) et de rester piéger dans le “bon” (celui des points de f*).

La vitesse de convergence de la suite [(k) est caractérisée par 1'exposant
de convergence®?, ).

22Egalement appelé rayon de convergence.
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Définition :

L’ezposant de convergence A de la suite [(k) est I'unique réel \ tel que :

> k)

keN —  diverge pour 6 < \

—  converge pour 6 > \

Deux conditions pour la colonisation de f* sont également données par
Cerf, 'une nécessaire, I'autre suffisante.

Théoreme 4 Condition nécessaire pour la colonisation de f*
Pour que :

Vo € BN PEK Vk>K [Xg])Cf|Xy=aimi]=1

c’est a dire, pour que la chaine Z, = X, des visites successives des
attracteurs soit piégée dans f* apres un nombre fini K de transitions,

il est nécessaire que l'exposant de convergence )\ de la suite [(k) appar-
tienne a lintervalle |¢, | .

Les constantes ¢ et 1 sont des caractéristiques du probleme,lintervalle
|0, [ est alors non vide pour N assez grand.

Théoreme 5 Condition suffisante pour la colonisation de f*
1l existe deux constantes n et p tel que si l’exposant de convergence \ de
la suite [(k) appartient a Uintervalle |n, p[, alors :

Vi € BN P|3K VE>K [Xp]Cf*, Xp Cf*| Xy =ami| =1

ce qui signifie qu’apres un nombre fini de transitions, nous avons presque
strement, la situation suitvante :

— la chaine X1, est piégée dans f*,

— la population Xy contient toujours un ou des individus appartenant a

fr

5.5.3 En guise de conclusion

D’autres résultats existent, tant dans le travail de Cerf, que dans la litté-
rature citée dans cette section. Ils demandent cependant un investissement
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supplémentaire dans la compréhension des outils développés. Le but de cette
section était de convaincre le lecteur que I’étude théorique des algorithmes
génétiques donne (déja) de sustantiels résultats. De nombreuses interroga-
tions demeurent cependant concernant les relations réelles entre les diffé-
rents parameétres caractérisant l'algorithme génétique et les choix pratiques
de ceux ci. Dans ce domaine, la pratique devance encore la théorie, méme si
les mécanismes commencent a étre plus clairs. Il reste également a étudier les
nombreux raffinements présentés dans la section 2, et aujourd’hui en applica-
tion. Comment incorporer les opérateurs de partage, et leur implémentation
par bouquets 7 Comment trouver de nouveaux algorithmes génétiques encore
plus efficaces 7 Autant de questions qui trouverons sans doute des réponses
dans les travaux futurs.

L’exemple de I'aspirine nous vient a l’esprit, ce n’est que dans les années
70 que 'on comprit réellement les mécanismes de son action, cela ne I’a pas
empéché d’agir depuis ¢a découverte en 187 7.

6 Perspectives
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7 Appendice : Un exemple élémentaire.
Soit le probléme de maximisation suivant :
max f(z) = 4z(1 — x)
z € [0,1]

La fonction f(z) admet un maximum unique en = 0,5 pour lequel f(x)
vaut 1, comme le montre la représentation graphique ci-dessous.

Codage

Afin de bien visualiser les propriétés des opérateurs nous décidons de
traiter ce probléme en codant les éléments de [0,1] en chaines de bits de
longueur 8. Par exemple, 10111010 constituera un élément de la population.

Population initiale (Génération zéro)

L’algorithme génétique consiste tout d’abord a tirer une population ini-
tiale de N = 4 éléments, (6;);—1, 4 donnés dans le tableau ci dessous, nous
évaluons par la méme occasion leur adaptation, c’est a dire ici f(6;).

| Eléments | Eléments Codés | Adaptation : f(6;) |

6, 10111010 0,794678
0, 11011110 0,460693 (10)
0, 00011010 0,364990
04 01101100 0,975586

Il va s’agir maintenant de sélectionner les éléments en fonction de leur
adaptation. On le voit ici, les éléments 04 et #; sont les meilleurs.

Sélection

Pour sélectionner ces candidats a reproduction, nous allons utiliser la
sélection de la roue de la fortune et attribuer a chacun une probabilité de
reproduction égale a :



et donc le tableau 10 s’élargit de cette probabilité de reproduction de
chaque élément.

| Eléments | Eléments Codés | f(6;) || P, |
01 10111010 0,794678 || 0,794/2,59 = 0, 31
0o 11011110 0,460693 || 0,460/2,59 =0, 18
05 00011010 0,364990 || 0,364/2,59 =0, 14
0, 01101100 | 0,075586 || 0,975/2,59 =0, 37

| Cumul 2,593 | |

Un probléme pratique se pose : Comment “tirer” 4 nombres parmi 4 avec
replacement en affectant & chacun cette probabilité ?

Il existe pour cela une méthode simple et rapide, il suffit d’attribuer un
segment de taille P; a 'individu #; et de reporter ces segments bouts-a-bouts
dans l'intervalle? [0, 1]. Les individus sont identifiés par un segment particu-
lier de longueur P; .

Sur ’exemple cela donne :

6, est ainsi caractérisé par I'intervalle [0,0.31] de longueur 0,31
0, est caractérisé par U'intervalle [0.31,0.49] de longueur 0,18
05 par l'intervalle [0.49,0.63] de longueur 0,14

et 04 par [0.63,1] de longueur 0,37.

On tire ensuite 7 uniformément dans [0, 1] et I’on reproduit 4 fois ce tirage,
on détermine ainsi 4 nouveaux éléments grace a ce tirage. Ici le tirage de 7
donne; 0.47(0 est sélectionné), 0.89 (6,), 0.18 (0;) et 0.75 (64 de nouveau).
A ce stade 5 est éliminé de la population tandis que 6, est reproduit deux
fois.

Les opérateurs de croisement et de mutation s’appliqueront donc sur la
nouvelle population constituée de (s, 04, 6, et ) renommés 1, Bs, f3 et [y.

H Eléments ‘ Eléments Sélectionnés ‘ Renommeés H

0, 0, = 10111010 3
0, 0, = 01101100 Bs
0 0, = 01101100 35
0, 0, = 01101100 3,

Croisement

23La somme des P; vaut, en effet, 1.
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La probabilité de croisement P, est ici fixée a 50% (on ne peut faire
moins étant donné la taille de la population considérée), cela signifie que 1’on
va tirer un couple au hasard et lui appliquer le croisement chromosomique
a un point. (8, B3) constitue le couple destiné a étre transformé, il faut
encore déterminer la position du croisement dans les composantes (génes) de
ces éléments. Cette position peut étre elle aussi tirée au hasard ou choisie
arbitrairement. Nous décidons d’effectuer les croisements sur le milieu afin
de rendre ’exemple plus parlant.

Les parties terminales des individus et 33 sont donc échangées, comme

suit :
£, = 10111010 ~» 10111100 = )\

B3 = 01101100 ~-» 0110 1010 = A3

engendrant ainsi deux nouveaux individus (les enfants) A; et As.
On peut, sur la base de ces nouveaux individus muter aléatoirement I'une
des composantes de 'un des individus constituant la nouvelle population (),

ﬁ?) )\3 et 64)

Mutation

La probabilité de mutation est ici de P, = 0.25, de sorte qu’'un individu sur
les quatre sera choisi. Il s’agit de A3 dont une des composantes sera changée.
On peut, pour cela, décider de cette composante dans le processus ou tirer
celle ci aléatoirement. La 7éme composante sera ici changée.

A3 = 01101010 ~» 01101000 = Aj;

Il est intéressant de noter que A3 a été muté sans qu’aucune évaluation
n’ait été effectuée.

Nouvelle population (Génération un)

Nous pouvons maintenant examiner la nouvelle population, correspon-
dant a la deuxiéme génération et réitérer le processus. Réévaluons ces nou-
veaux individus.

| Nouveaux Eléments (renomés) | Eléments Codés | Adaptation : f(ay) |

A~ 10111100 0,980225

Ba ~ a3 01101100 0,794678

N~ g 01101000 0,483398

By~ ay 01101100 0,975586
| Cumul | 3.232

|
(11)
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Lorsqu’on compare les tableaux 10 et 11, plusieurs remarques viennent a
I’esprit et méritent d’étre notées :

— Le meilleur individu ¢ est un individu nouveau (issu du croisement de

6, et de 6,)

— Cet individu permet d’avoir une adaptation supérieure a celle du meilleur
individu de la population originale (0.98 pour «; contre 0.97 pour 6,)

— Ce dernier élément est d’ailleurs toujours présent ici (il est ici renommé
014)

— L’adaptation totale (et donc I'adaptation moyenne) est supérieure a sa
valeur de départ (3.232 contre 2.593 pour la génération zéro).

Chacune des opération décrites ici ne prend que quelques centiémes de
secondes sur un ordinateur, on trouve une valeur de x = 0,499959 apres 100
générations et 2,5s de calcul.
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Fonctions présentant un intérét (au moins graphique)

0.5)

y = 2% sin(2%?) - zIn (cos(z))”

0.5)

z = 2(10 — x) sin(2*®) - y In (cos(y))*
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