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Introduction

\As a research tactic, encompassing provides a basis for model comparisons,

as well as integrating a large and diverse literature covering nested and non-

nested hypothesis tests"

David F. Hendry et Jean-Fran�cois Richard (1986)

Une des plus importantes activit�es scienti�ques a �et�e, et est toujours,

la comparaison de th�eories et de mod�eles. Il est en e�et extrêmement rare

qu'un ph�enom�ene soit expliqu�e compl�etement par une th�eorie unique faisant

l'unanimit�e. L'histoire des sciences connâ�t de nombreux exemples de luttes en-

tre partisans de th�eories contradictoires, le temps seul parvenant �a d�esigner les

vainqueurs. De nos jours, si une th�eorie est accept�ee comme utile et potentielle-

ment durable, il est important de la confronter avec la r�ealit�e d'exp�eriences,

ou de donn�ees, ce qui est le rôle de la statistique. Toutefois une des faiblesses

de cette discipline est qu'elle ne s'est int�eress�ee que r�ecemment �a la validation

de th�eories. Les �etudes statistiques en �economie, par exemple, m�enent souvent

�a des situations con
ictuelles, les conclusions s'opposant les unes aux autres,

sans donner de m�ethode e�ective pour d�ecider quelle th�eorie adopter. L'id�ee

qu'une th�eorie nouvelle doit apporter un progr�es dans la connaissance d'un

ph�enom�ene est �evidemment mise en avant, ce progr�es est souvent jug�e par

sa capacit�e �a expliquer des �el�ements que les autres th�eories, plus anciennes,

n'expliquent pas. Toutefois, il semble strat�egiquement important de s'assurer

de la capacit�e d'une nouvelle th�eorie �a expliquer �egalement ce que les autres

th�eories expliquaient d�ej�a.

L'id�ee qu'une th�eorie doit être capable d'incorporer les r�esultats obtenus

par des th�eories concurrentes, bien qu'adopt�ee implicitement par de nombreux

scienti�ques, n'a �et�e formalis�ee que r�ecemment en statistique sous le terme de

\principe d'enveloppement"1, au travers des travaux de Florens, Hendry, Mi-

zon et Richard, d'une part (voir Mizon [65], Mizon et Richard [66] et Hendry et

1mot que nous choisissons pour la traduction de "encompassing"
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Richard [54]), et de ceux de Gourieroux, Monfort et Trognon, d'autre part (voir

Gourieroux et Monfort[38] et [39] ainsi que Gourieroux, Monfort et Trognon

[42]) . L'extension de ces travaux au cadre bay�esien, reli�e �a la notion de

sp�eci�cit�e (voir Florens, Hendry et Richard [31]), pr�esente une vision uni�-

catrice de cette notion, l'enveloppement bay�esien pr�esentant les mêmes car-

act�eristiques que l'enveloppement classique. L'apport de Gourieroux, Monfort

et Trognon [42] dans un contexte dynamique a permis l'introduction d'une

proc�edure op�erationnelle d'information indirecte [40]. L'ensemble de ces au-

teurs pr�econise �egalement l'emploi de tests bas�es sur ce principe, et plus par-

ticuli�erement Hendry [53].

L'�etude de l'enveloppement est l'objet du premier chapitre, o�u nous dis-

cuterons des d�e�nitions exactes formalisant ce principe, toutefois une br�eve

discussion informelle clari�e l'analyse.

Quel est le \vrai " mod�ele ?

Lorsque l'on parle de choix de mod�eles on est souvent amen�e �a supposer

qu'il existe un \vrai " mod�ele ayant engendr�e les donn�ees. Bien qu'inconnu et

d'une complexit�e telle que sa connaissance exacte ne peut être envisag�ee, ce

processus de g�en�eration des donn�ees fait l'objet d'hypoth�eses plus ou moins

pr�ecises : il peut être sp�eci��e param�etriquement ou non-param�etriquement, il

peut appartenir �a l'un des mod�eles ou être ext�erieur , il peut être dynamique

ou pas, stationnaire ou non, etc... Conform�ement �a Florens, Hendry et Richard

[31], nous d�e�nirons s�epar�ement le \processus de g�en�eration des donn�ees" et

les \mod�eles".

Le processus de g�en�eration des donn�ees est le m�ecanisme inconnu dont sont

issues les observations, conceptuellement, c'est un �el�ement P0 d'une classe de

probabilit�es P = fP�; � 2 �0g sur l'espace mesurable (
;A). �0 est l'espace

param�etrique indexant P, il peut �eventuellement être fonctionnel et, tout

comme P, ne sera pas explicitement sp�eci��e. P peut être d�e�ni de mani�ere

tr�es large, par exemple comme l'ensemble des lois de probabilit�es admettant

leurs 2 premiers moments.

Par \mod�eleM " nous entendrons le couple constitu�e d'un mod�ele d'estimation

d'un param�etre d'int�erêt, � 2 ��, (�� �etant typiquement de dimension inf�erieure

�a celle de �0, pourra �egalement être fonctionnel), et d'un estimateur. Il

faudrait donc noter (M; b�), au lieu de M, toutefois, apr�es avoir lev�e toute

ambigu��t�e , nous ignorerons cette notation.

On cherche �a confronter un mod�ele
�
M1;

b�� avec un mod�ele rival (M2; b
),
o�u b� et b
 sont deux estimateurs convergents des param�etres � et 
 respective-

ment, appartenant aux espaces param�etiques, ou fonctionnels �� et �
 ; ces

deux espaces pouvant avoir des dimensions di��erentes.

Le mod�ele M1 enveloppe le mod�ele M2 s'il existe une \fonction de lien",

� permettant de retrouver b
 �a partir de b�, c'est-�a-dire, telle que l'on puisse
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retrouver les r�esultats de M2 par ceux de M1.

Dans ce contexte d'enveloppement, l'approche de Gourieroux et Monfort

[39] pr�esente l'originalit�e de supposer le processus de g�en�eration des donn�ees

ext�erieur aux mod�eles en pr�esence. Cette �etude propose ainsi le probl�eme de

choix entre deux mod�eles, deux approximations du vrai mod�ele, de mani�ere

sym�etrique, aucun des deux mod�eles n'ayant de rôle privil�egi�e. L'enveloppement

est alors envisag�e dans un sens (M1 enveloppe M2) comme dans l'autre (M2

enveloppe M1), les deux sens n'�etant pas forc�ement incompatibles.

Un autre point de vue est de consid�erer l'un des deux mod�eles comme un

favori que l'on cherche �a confronter avec un autre mod�ele, l'int�erêt est alors la

validation de ce mod�ele plutôt que du choix pur entre mod�eles concurrents2.

Dans des situations pratiques, o�u les mod�eles sont in�evitablement mal-sp�eci��es,

il est souvent plus informatif d'analyser les forces et faiblesses respectives de

chacun, que de chercher �a s�electionner l'un des mod�eles. De même, le fait

qu'un mod�ele M1 n'enveloppe pas un concurrent M2, indique que ce dernier

incorpore des caract�eristiques sp�eci�ques qui n'ont pas �et�e prises en compte

par M1. Au lieu de rejeter simplement un tel mod�ele, cette faiblesse peut être

exploit�ee plus constructivement, en incorporant les caract�eristiques pertinentes

relev�ees parM2 et ainsi am�eliorer la connaissance du ph�enom�ene �etudi�e, c'est-

�a-dire progresser. Nous suivrons Hendry et Richard [54] dans cette voie, o�u

l'enveloppement rel�eve plus de la comparaison de mod�eles que du choix de

mod�eles.

Enveloppement exact ou approch�e ?

L'enveloppement (\exact"), tel que nous venons de le d�e�nir, n'est, en g�en�eral,

pas v�eri��e. Dans ce cas, il est toutefois possible de mesurer le d�efaut d'enveloppement

de M2 par M1. Il nous faut pour cela introduire de mani�ere plus pr�ecise la

correspondance liant les r�esultats de M1 avec ceux de M2.

L'utilisation du crit�ere d'information de Kulback-Leibler [57](KLIC), dans

un contexte de maximum de vraisemblance, permet de d�e�nir une telle corre-

spondance entre �� et �
. Dans la lign�ee de Sawa [77], la pseudo-vraie valeur

est d�e�nie comme l'�el�ement (s'il existe) minimisant le KLIC. Cette d�e�nition,

qui �gure �egalement chez White [90] ou Gourieroux, Monfort et Trognon [42],

semble avoir �et�e introduite (implicitement) dans l'oeuvre de Cox [21] et [22]

relative aux tests d'hypoth�eses non-embô�t�ees, ainsi que dans les travaux de

Huber [55].

La di��erence entre l'estimateur b
 et la pseudo-vraie valeur, ou un esti-

mateur de celle-ci, permet une mesure du d�efaut d'enveloppement exact, et

2Cette vision directionnelle correspond �a l'id�ee de confronter une th�eorie nouvelle �a une

th�eorie d�ej�a �eprouv�ee
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d�e�nit l'enveloppement approch�e. Celui-ci sera r�ealis�e lorsque cette di��erence,

ou une fonction de cette di��erence, sera nulle, presque sûrement ou asympto-

tiquement.

De même, dans un contexte bay�esien, l'enveloppement exact bas�e sur l'existence

d'une correspondance entre les a posteriori des deux mod�elisateurs, ne sera

que rarement v�eri��e. Un concept de sp�eci�cit�e sera d�e�ni a�n de mesurer le

d�efaut d'enveloppement qui s'exprimera comme une \distance incompressible"

entre mod�eles. La pseudo-vraie valeur bay�esienne sera elle aussi d�e�nie comme

r�ealisant le minimum de la sp�eci�cit�e entre les mod�eles.

Dans la pratique (qu'elle soit classique ou bay�esienne), l'enveloppement se

jugera sur l'enveloppement approch�e. Ainsi les di��erents tests analys�es dans le

chapitre 2, seront bas�es sur la recherche de la nullit�e du d�efaut d'enveloppement

exact, c'est �a dire sur l'enveloppement approch�e. La litt�erature �econom�etrique

s'est d'ailleurs principalement concentr�ee sur cette d�e�nition plus op�erationnelle.

Classique ou bay�esien ?

Les mod�eles bay�esiens se distinguent des mod�eles classiques en incorporant

une densit�e �a priori sur les param�etres, ce qui repr�esente une extension des

mod�eles classiques �a un cadre o�u l'on dispose d'un ensemble d'information

plus vaste. Le but de l'apprentissage bay�esien est alors de passer de l'a priori

sur le param�etre, �a l'a posteriori (conditionnel �a l'�echantillon), par l'utilisation

judicieuse de la r�egle de Bayes sur la loi jointe �a l'�echantillon et au param�etre.

L'int�erêt du mod�ele reposant sur cet a posteriori, il est alors naturel de baser

la notion d'enveloppement, en tant que comparaison de mod�eles, sur l'�etude

des a posteriori de chacun des mod�eles.

Il est remarquable que la notion d'enveloppement s'�etende aussi naturelle-

ment au cadre bay�esien. En e�et, la d�e�nition de l'enveloppement d'un mod�ele

par un autre y est pratiquement la même, les estimateurs classiques propos�es

informellement ici seront remplac�es par des densit�es a posteriori, la fonction

de lien � devant être remplac�ee par une probabilit�e de transition.

En fait, dans un contexte probabiliste que nous ne d�etaillerons pas ici,

le concept de probabilit�e de transition r�eunit les deux approches classique et

bay�esienne.

La principale di�cult�e de cette g�en�eralisation de l'enveloppement consiste

en la recherche de la probabilit�e de transition donnant la pseudo-vraie valeur

bay�esienne (voir section 1.4). La complexit�e des calculs de celle-ci pose un r�eel

probl�eme d'estimation. Cette di�cult�e peut être contourn�ee par l'utilisation

de techniques de simulation, comme l'�echantillonneur de Gibbs, (voir Bouoiy-

our [13]) , ou par des techniques d'approximation qui permettent un calcul

op�erationnel (voir Florens, Hendry et Richard [31]). Malheureusement, ces

proc�edures ne sont encore d�e�nies que pour des cas particuliers (voir Florens,

Larribeau et Mouchart [33]).



INTRODUCTION 5

Asymptotique ou �ni ?

La propri�et�e d'enveloppement est essentiellement une propri�et�e de \petit �echantillon",

typiquement cette notion trouve sa place naturelle dans un contexte bay�esien

c'est-�a-dire appliqu�e �a des �echantillons �nis. Cependant, l'approche asympto-

tique sera privil�egi�ee dans ce travail. Tout d'abord, pour être op�erationnelle,

la propri�et�e d'enveloppement doit pouvoir être test�ee. Ces tests qui ont �et�e

�elabor�es dans la litt�erature sur les probl�emes de sp�eci�cation sont majoritaire-

ment asymptotiques (voir Hausman [52] et White [91] entre autres). Il est donc

n�ecessaire d'e�ectuer un minimum de th�eorie asymptotique a�n de d�eterminer

les lois des statistiques de test intervenant dans ce contexte. D'autre part,

le calcul des pseudo-vraies valeurs est souvent simpli��e asymptotiquement.

Gouri�eroux, Monfort et Trognon [42] proposent cependant des proc�edures de

test bas�ees sur des pseudo-vraies valeurs �nies. Ces auteurs mettent en avant

l'importance de ces pseudo-vraies valeurs �nies dans des mod�eles condition-

nels, et d�ecrivent �egalement les cas particuliers o�u celles-ci co��ncident avec les

pseudo-vraies valeurs asymptotiques. Dans l'optique du chapitre 4 o�u nous

traiterons de mod�eles (et donc d'estimateurs) fonctionnels, l'approche asymp-

totique sera bien �evidemment privil�egi�ee.

Embô�t�es ou non-embô�t�es ?

Dans son article sur le probl�eme g�en�eral de la s�election de mod�eles, Pesaran

[70] �ecrit : \In many economic applications the models that we eventually

encounter are often non-nested in the sense that they have separate parametric

families and one model cannot be obtained from the others as a limiting process.

Unfortunately, in such cases the application of the classical likelihood-ratio test

procedure will not be correct and other suitable methods of testing have to be

sought". Des proc�edures ont ainsi �et�e examin�ees par de nombreux auteurs,

a�n de r�econcilier les mod�eles non-embô�t�es avec les techniques existantes pour

les mod�eles embô�t�es. Cox ([21] et [22]), d�eveloppe une proc�edure adapt�ee du

test de rapport de vraisemblance. Cette m�ethode est bas�ee sur l'examen, d'une

part, des di��erences des log-vraisemblances empiriques, d'autre part la même

di��erence est �evalu�ee en supposant que M1 est \vrai" (voir Pesaran [70]).

Une des id�ees �a �et�e d'utiliser un \sur-mod�ele" embô�tant arti�ciellement

les mod�eles concurrents. Cependant l'issue de ces proc�edures n'est pas sat-

isfaisante puisque les deux mod�eles peuvent être simultan�ement accept�es ou

rejet�es, un autre probl�eme est la forte collin�earit�e pouvant exister entre les

variables explicatives intervenant dans le sur-mod�ele. Atkinson [4], reprend

�egalement l'id�ee d'un sur-mod�ele dont la densit�e est proportionnelle �a une

moyenne g�eom�etrique des densit�es des mod�eles concurrents. Davidson et

Mac Kinnon [24], proposent un sur-mod�ele additif et contournent l'obstacle
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de l'estimation s�epar�ee des param�etres des mod�eles et du param�etre liant les

mod�eles (�) en s�equan�cant la proc�edure de test. On calcule d'abord les r�esidus

issus de l'estimation de M2 que l'on reporte ensuite dans le sur-mod�ele o�u l'on

peut alors tester de la nullit�e (ou l'�egalit�e �a 1) de �, (voir section 2.1.3).

Hendry et Richard [54] notent que le principe d'enveloppement s'applique,

que les mod�eles soient embô�t�es ou non. Heuristiquement, un sur-mod�ele Mc

embô�tant les mod�eles M1 et M2, aura la même sp�eci�cit�e que M2 vis-�a-

vis du mod�ele M1 et ne saurait donc apporter aucune aide �a la d�ecision

. Nous observerons sur un exemple, (exemple 3, section 1.3.1), la situa-

tion o�u M1 enveloppe M2 est �equivalent �a M1 enveloppe Mc . D�es lors,

l'enveloppement parcimonieux, (voir section 1.3.1), permet d'envisager une

proc�edure de r�eduction des mod�eles, l'objectif �etant de construire des mod�eles

\plus simples" qui pr�esentent la même capacit�e �a envelopper des mod�eles \plus

grands".

Ce travail se veut une contribution aux recherches en cours sur la notion

d'enveloppement dans les mod�eles de r�egression. Les comportements asymp-

totiques des statistiques mesurant le d�efaut d'enveloppement sont maintenant

bien connus dans le cadre param�etrique,et seront rappel�es dans le chapitre

2. Notre objectif est d'�etendre ces r�esultats au cadre de la r�egression non-

param�etrique.

Les techniques d'estimation fonctionnelle de la r�egression, propos�ees chapitre

3, nous permettent en e�et, d'envisager une extension de ces travaux �a des

mod�eles autres que lin�eaires et/ou gaussiens. Dans cette optique la question

centrale que nous aborderons dans ce travail sera :

\Existe t'il des proc�edures de test d'enveloppement entre mod�eles de

r�egression libres de toute forme fonctionnelle ?"

Cette question en appelle d'autres auxquelles nous tenterons de r�epondre,

dans le chapitre 4, notamment :

Comment se comporte l'estimateur non-param�etrique d'un mod�ele de r�egression

M2 sous l'hypoth�ese que M1 est \vrai" ?

Quelle statistique de test globale peut-on envisager pour tester de l'enveloppement

dans ce cadre ?

Quelle en est la perte en terme de vitesse de convergence par rapport au

cas param�etrique ?

Nous nous e�orcerons de r�epondre �a ces questions par les proc�edures d�evelopp�ees

dans le quatri�eme chapitre.

Nous chercherons �egalement �a comparer par enveloppement proc�edures

param�etriques et non-param�etriques. Nous �etudierons 4 cas en combinant les

sp�eci�cations param�etriques et fonctionnelles pour chacun des deux mod�eles
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en pr�esence. Cette �etude nous poussera �a �etudier de mani�ere pr�ecise les choix

arbitraires qui peuvent être faits dans la s�election des estimateurs de chacun

des mod�eles. Ces choix, et particuli�erement ceux des fenêtres, peuvent in
uer

sur les crit�eres n�ecessairement objectifs de comparaison de mod�eles, et seront

mis en �evidence. Les simulations conduites et propos�ees dans le chapitre 5

viendront �etayer nos r�esultats.

En�n et surtout, nous proposerons un crit�ere global d'enveloppement dont

la distribution asymptotique sera caract�eris�ee. Ce crit�ere convergera vers

ce que nous appellerons \une loi normale fuyante", c'est-�a-dire qu'un terme

r�esiduel croissant s'ajoutera au terme donnant la normalit�e asymptotique dans

notre crit�ere. Cette caract�eristique, propre au cadre non-param�etrique, nous

indique que notre approche asymptotique comporte des faiblesses. Ces faib-

lesses pourraient être compens�ees dans le futur par l'utilisation de techniques

de Bootstrap.
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Chapter 1

Le principe d'enveloppement

\One model is said to encompass another if the former can account for, or

explain, the results of the latter."

David F. Hendry et Jean-Fran�cois Richard (1986)

1.1 D�e�nition de l'enveloppement exact

Soit Y une variable al�eatoire d�e�nie sur l'espace mesurable (
;A), et Yn =
(yi)i=1;:::;n n r�ealisations ind�ependantes de cette variable.

On cherche �a confronter un mod�eleM1 candidat �a la mod�elisation du pro-

cessus de g�en�eration de donn�ees ou tout du moins candidat �a la repr�esentation

d'aspects pertinents de ce processus, avec un mod�ele rival M2. Les deux

mod�eles, index�es par les param�etres � et 
 respectivement, reposent sur des

espaces param�etriques, �� et �
, qui peuvent �eventuellement être fonctionnels.

Soit b�n et b
n des estimateurs consistants de � et 
 dans leurs mod�eles

respectifs, les estimateurs b�n et b
n d�ependent de l'�echantillon Yn.

M1 �etant le candidat que l'on cherche �a confronter �a M2, on va chercher

�a analyser sa capacit�e �a \expliquer" M2, ou plutôt, sa capacit�e �a expliquer

les r�esultats de M2 par ses propres r�esultats. Pour cela nous proposons la

d�e�nition suivante, donn�ee initialement par Hendry et Richard [54] :

D�e�nition 1.1 (Enveloppement exact) :

On dira que \M1 enveloppe exactement M2 " (M1Ee M2) s'il existe �,

\fonction de lien", � : �� �! �
 , telle que, pour tout �echantillon Yn :

9
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b
(Yn) = �
�b�(Yn)� (M1 p:s:) (1.1)

Ceci signi�e bien que l'on peut obtenir, �a partir de l'estimation des param�etres

deM1, les mêmes r�esultats que ceux obtenus parM2 puisqu'on obtient b
(Yn)
�a partir de b�(Yn). M1 est donc pr�ef�erable �aM2 puisqu'il contient potentielle-

ment les r�esultats de son concurrent.

Exemple 1

Soient les mod�elesM1 et M2 param�etr�es par � et 
 sur <+ et repr�esent�es

par les densit�es suivantes:

M1 : Y � N (�; 1) et M2 : Y � N (e
; 1)

munis des estimateurs

b� =
1

n

nX
i=1

yi et eb
 = 1

n

nX
i=1

yi

Sur cet exemple M2 est une reparam�etrisation de M1, et donc M1 en-

veloppe exactement M2, en e�et la fonction �(�) = log(�) nous donne donc

explicitement b
 = �( b�):
Il est �a noter que l'on a ici une fonction � bijective sur <+ et donc nous

avons �egalement b� = eb
 ce qui signi�e �egalement que M2 enveloppe M1, les

deux sens n'�etant pas incompatibles. 2

Exemple 2

Soit Y =

 
y(1)

y(2)

!
un vecteur al�eatoire sur (<2;B<2 ; �2) et Yn = (y1; y2; : : : ; yn),

n r�ealisations ind�ependantes de cette variable.

Consid�erons les mod�elesM1 etM2, d�e�nis par les densit�es normales suiv-

antes :

M1 : Y � N2(

 
�

�

!
;
X

) et M2 : Y � N2(

 
�

1

!
;
X

)

o�u
P

=

 
�11 �12
�21 �22

!
, matrice de variance-covariance, est connue.

Le param�etre � =

 
�

�

!
est estim�e naturellement par b� :
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b� =

 b�b�
!
=

 
y(1)

y(2)

!
o�u y1 et y2 sont les moyennes empiriques:

y1 =
1

n

nX
i=1

y
(1)
i et y2 =

1

n

nX
i=1

y
(2)
i

Un estimateur de 
 =

 
�

1

!
est b
 avec:

b
 =  b�
1

!
=

 
y(1)

1

!
Nous pouvons donc clairement calculer b
 �a partir de b�, puisque b
 = �( b�)

o�u � est la fonction:

� :

<2 �! <2 
u

v

!
�!

 
u

1

!
Sur cet exemple trivial, nous voyons comment un sous-mod�ele M2 est en-

velopp�e exactement par un mod�ele dont il est la restriction, la fonction � �etant

la repr�esentation de la restriction sur l'espace des param�etres. Nous verrons

par la suite, section 1.3, que des sous-mod�eles peuvent envelopper les mod�eles

dont ils sont issus, ce qui, au regard du principe de parcimonie, pr�esente un

int�erêt beaucoup plus grand.

Remarque:

� Dans l'exemple pr�ec�edent on peut proposer sur M2 un autre estimateur

de 
 en prenant bb
 6= b
. Il n'est pas �evident que l'enveloppement soit

�egalement r�ealis�e avec ce nouvel estimateur de 
, puisqu'en changeant

d'estimateur, nous changeons le mod�ele M2.

� Il se peut �egalement que l'enveloppement soit r�ealis�e mais par une fonc-

tion de lien di��erente. Prenons par exemple e
 estimateur du maximum

de vraisemblance :

e
 =  e�
1

!
avec e� = y1 + �

�
y2 � 1

�
o�u l'expression de � est � = �12

�22
.

Nous pouvons encore calculer e
 �a partir de b�, mais �a l'aide de la fonction
�0 6= � o�u �0 est la fonction:

�0 :

<2 �! <2

 
u

v

!
�!

 
u+ �(v � 1)

1

!
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Nous avons, ici �egalement, e
 = �0( b�) , l'enveloppement est donc v�eri��e

pour ce nouveau mod�ele avec ce nouvel estimateur mais nous avons chang�e de

fonction de lien.

Sur cet exemple, nous remarquons donc que (M1;
b�) enveloppe le mod�ele

(M2; b
) ainsi que le mod�ele (M2; e
). 2

1.1.1 Version dynamique

SoientM1 etM2 deux mod�eles param�etriques dynamiques sans exog�enes can-

didats �a la mod�elisation de la densit�e d'un vecteur al�eatoire Yt. Les densit�es

respectives de M1 et M2 sont :

f(yt j Yt�1; �) et g(yt j Yt�1; 
)
o�u � et 
 appartiennent aux espaces param�etriques �� et �
 , et o�u la

matrice Yt�1, regroupe les observations \pass�ees" : Yt�1 = (yt�1; yt�2; � � � ; y1).
On associe au mod�ele M1 l'estimateur b�T de � bas�e sur l'�echantillon de

taille T , YT , de même b
T est l'estimateur de 
 associ�e �a M2.

Govaerts, Hendry et Richard [43], proposent la d�e�nition de l'enveloppement

dynamique, dans le même esprit que la d�e�nition 1.1 :

D�e�nition 1.2 : \Le mod�ele dynamique M1 enveloppe exactement M2", s'il

existe une s�equence de fonctions �T telle que :

b
T = �T (
b�T ) (M1 p:s:)

Ici encore, et pour tout T , la connaissance de b�T associ�ee �a celle des fonc-

tions de lien �T , permet la connaissance de l'estimateur deM2, b
T . Le mod�ele
M1 sera donc pr�ef�er�e, contenant, implicitement l'ensemble des r�esultats de son

rival.

Cette d�e�nition ne di��ere de la d�e�nition (statique) donn�ee en (1.1) que

par l'aspect s�equentiel que doit revêtir ici la fonction de lien �, remplac�ee ici

par une succession de fonctions de liens.

1.1.2 Propri�et�es

Nous pouvons reformuler la d�e�nition 1.1 d'une mani�ere plus visuelle en ex-

aminant les relations entre les espaces 
, �� et �
:

D�e�nition 1.1 (bis) :

M1 enveloppe exactement M2 s'il existe une fonction � telle que le

sch�ema formel repr�esent�e par la �gure1.1 soit \ferm�e ".
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Figure 1.1: Enveloppement exact

Les espaces �� et �
 sur lesquels reposent les estimateurs b�n et b
n issus

de l'�echantillon Yn sont ainsi li�es par la fonction � d�e�nissant la pseudo-vraie

valeur �( b�). D�es lors, le mod�ele 2 n'apporte rien que ne puissent expliquer les

r�esultats du mod�ele 1.

Nous verrons section 1.4 que cette d�e�nition s'�etend au cadre bay�esien sans

di�cult�es.

Nous obtenons quelques propri�et�es imm�ediates de cette d�e�nition :

� La relation d'enveloppement exact d�e�nie par (1.1) est transitive (voir

ci-dessous)

� L'enveloppement exact, tel que nous le d�e�nissons ici, est une relation

entre mod�eles estim�es et non entre les mod�eles th�eoriques eux-mêmes.

� Cette relation ne d�epend pas de la bonne ou de la mauvaise sp�eci�cation

des mod�eles en pr�esence, chacun d'eux �etant potentiellement mal-sp�eci��e

� Si la fonction � est bijective alors l'enveloppement sera r�eciproque (M1 EeM2

etM2 EeM1), toutefois l'int�erêt de comparer des mod�eles dont les param�etres

sont en bijection est tr�es limit�e (voir l'exemple 1).

Transitivit�e de l'enveloppement exact

La propri�et�e d'enveloppement exact est une propri�et�e transitive. Si un mod�ele

(M1;
b�) enveloppe exactement un mod�ele (M2; b
), et si ce dernier enveloppe

�a son tour un mod�ele (M3;
b�), alors M1 enveloppe M3.
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Figure 1.2: Transitivit�e de l'enveloppement exact

En e�et, s'il existe � liant les espaces �� et �
 telle que b
 = �( b�)
� :

�� �! �
b� �! �( b�) = b

et s'il existe � liant les espaces �
 et �� telle que

b� = �(b
)
� :

�
 �! ��b
 �! �(b
) = b�
alors il existe � = � � � liant les espaces �� et �� et telle que

b� = �( b�)
� = � � � :

�� �! ��b� �! �( b�) = b�
Nous retrouvons la transitivit�e intuitive de cette notion. Plus visuellement

nous avons le sch�ema (ferm�e) donn�e par la �gure 1.2.

Il importe cependant d'être prudent : la d�e�nition de l'enveloppement fait

intervenir des �egalit�es presque sûres, pour des lois di��erentes.

En e�et d'un côt�e on a :

b
 = �( b�) M1 presque sburement:
et donc :

n
Yn tels que b
(Yn) 6= �( b�(Yn))o est de mesure nulle pour M1.

D'autre part :

b� = �(b
) M2 presque sburement:
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c'est-�a-dire que l'ensemble :
n
Yn tels que

b�(Yn) 6= �(b
(Yn))o est de mesure

nulle pour M2.

L'�egalit�e : b� = �( b�) = � � �( b�) M1 presque sûrement

ne sera v�eri��ee que si l'ensemble
n
Yn tels que

b�(Yn) 6= �(b
(Yn))o est �egalement
de mesure nulle pour M1.

Dans un contexte param�etrique, sur des espaces r�eels par exemple, o�u les

mod�eles sont d�e�nis par des lois de probabilit�es, il faut être prudent et im-

poser que M2 domine M1. Cette situation peut ne pas être r�ealis�ee pour des

mod�eles de dimensions di��erentes ; typiquement si M2 est embô�t�e dans M1

et est de dimension inf�erieure, M2 ne dominera pas M1. Dans un cadre fonc-

tionnel, il faudrait de même imposer aux n�egligeables de M2 de l'être pour

M1 �egalement.

Remarque :

Ces propri�et�es ne nous assurent pas de la pertinence du mod�ele envelop-

pant, en terme de mod�elisation du \vrai" processus de g�en�eration. De plus, le

processus ayant engendr�e les donn�ees n'a pas la propri�et�e d'envelopper toute

tentative de mod�elisation bas�ee sur Yn. La notion d'enveloppement approch�e

permet de r�ecup�erer cette propri�et�e intuitive, la propri�et�e de transitivit�e n'est,

elle, pas conserv�ee.

1.2 Enveloppement approch�e

D'une mani�ere g�en�erale, l'enveloppement exact d�e�ni en (1.1) n'est v�eri��e

que rarement en �echantillon �ni, et ce même siM1 est le processus de g�en�eration

des donn�ees.

Face �a ce constat, deux approches peuvent être envisag�ees, la premi�ere est

bas�ee sur une mesure du d�efaut d'enveloppement. Pour cela la pseudo-vraie

valeur sera d�e�nie et reli�ee �a la notion de sp�eci�cit�e entre mod�eles, typiquement

la d�e�nition de l'enveloppement approch�e ne di��erera de l'enveloppement exact

\que" par la d�etermination pr�ealable de la fonction �.

La deuxi�eme approche consiste �a d�e�nir l'enveloppement asymptotique-

ment, la pseudo-vraie valeur �etant d�e�nie comme une r�einterpr�etation des

param�etres de M2 sous l'�eclairage de M1. Ces deux approches, bien que

di��erenci�ees ici ne sont que deux visions approch�ees d'une notion exacte.

1.2.1 Principe g�en�eral
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Nous allons d�e�nir une \mesure" du d�efaut d'enveloppement qui servira de

base �a l'enveloppement approch�e. Le principe consiste �a choisir une fonction

r�eelle 	(b
; b�) mesurant l'�ecart, ou la divergence, entre les mod�elesM1 etM2:

La fonction de lien �

� : �� �! �
b�(Yn) �! �( b�(Yn))
qui d�etermine la pseudo-vraie valeur �( b�(Yn)), est alors d�e�nie comme l'�el�ement
d'une classe de fonctions C�, qui rapproche au mieux les mod�eles M1 et M2

au sens de cette mesure.

�( b�) = arg min
�2C�

	(b
;�( b�))
Cette fonction � minimise la \sp�eci�cit�e" de M2 vis �a vis de M1, c'est

�egalement celle qui donne le plus de possibilit�es �aM1 d'expliquer les r�esultats

de M2
1.

Il est essentiel de remarquer que selon les types de mod�eles examin�es, selon

les espaces \param�etriques", (qui peuvent être fonctionnels), selon les pro-

pri�et�es de C� et selon les proc�edures d'estimation, la fonction de lien � (et

donc la pseudo-vraie valeur) connâ�tra des caract�eristiques et des propri�et�es

di��erentes.

Le principe g�en�eral propos�e ici peut être r�esum�e par le programme suivant :

� Choix des estimateurs (c'est-�a-dire choix des mod�eles soumis �a l'�etude)

� D�e�nition de la fonction 	 introduisant la sp�eci�cit�e

� D�etermination et estimation de la pseudo-vraie valeur

� Calcul de la di��erence d'enveloppement minimale

� Test de la nullit�e de la sp�eci�cit�e (voir chapitre 2)

Dans les mod�eles param�etriques de maximum de vraisemblance, le crit�ere

d'information de Kulback-Leibler [57] est g�en�eralement adopt�e comme \dis-

tance" entre mod�eles 2. Nous v�eri�erons que ce crit�ere co��ncide avec une mesure

de la sp�eci�cit�e introduite par Florens, Hendry et Richard [31].

1La "sp�eci�cit�e" du mod�ele M2 vis-�a-vis du mod�ele M1 est, en fait, la valeur minimale

de la fonction 	; c'est-�a-dire :

	(b
;�(b�))
Cette sp�eci�cit�e est �evidemment conditionnelle �a l'�echantilon Yn. Les tests d'enveloppement

d�evelopp�es par la suite seront ensuite bas�es sur l'�etude de la nullit�e de cette sp�eci�cit�e

conditionnelle �a l'�echantillon.
2Ce crit�ere porte souvent le nom de \contraste", exprimant ainsi l'id�ee qu'il s'agit d'un
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Le contraste de Kulback et Leibler (KLIC)

Soit (<;B<; �) l'espace r�eel mesur�e et Y une variable al�eatoire r�eelle . A�n

de nous assurer de l'existence de ce crit�ere et pour obtenir des propri�et�es de

r�egularit�e usuelles, nous devons introduire quelques notations et hypoth�eses

sur les mod�eles M1 et M2.

i) Le mod�ele M1 suppose que la variable Y admet la densit�e f(y; �) par

rapport �a la mesure de Lebesgue �, o�u f est continue en � 2 �� � <l

ii) Le mod�ele M1 suppose que Y admet la densit�e g(y; 
) par rapport �a �,

avec g continue en 
 2 �
 � <m

iii) le support de f(y; �) est inclus dans celui de g(y; 
).

Une mesure directionnelle de la distance entre M1 et M2 est donn�ee par

le KLIC (Kulback-Leibler Information Criterion):

I(M1;M2) = E�

"
log

 
f(y; �)

g(y; 
)

!#

o�u E�(�) est l'esp�erance relative au mod�ele 1, i.e. �a la densit�e f(y; �):

Il est bon de remarquer que :

� Ce crit�ere n'est pas une distance, puisque l'in�egalit�e triangulaire n'est

pas v�eri��ee et que I(M1;M2) 6= I(M2;M1) en g�en�eral.

� Ce crit�ere est positif

� I(M1;M2) = 0, f(y; �) = g(y; 
)

Preuve : Nous empruntons ce r�esultat �a Gourieroux et Monfort [37].

L'in�egalit�e de Jensen appliqu�ee �a la fonction convexe � log(x) nous donne :

E�

"
log

 
f(y; �)

g(y; 
)

!#
= �E�

"
log

 
g(y; 
)

f(y; �)

!#
� � logE�

 
g(y; 
)

f(y; �)

!

Or

� logE�

 
g(y; 
)

f(y; �)

!
= � log

Z
g(y; 
)

f(y; �)
� f(y; �) dy = 0

�eclairage particulier (celui de M1), sur le rapport des vraisemblances. Le terme de \diver-

gence" est �egalement employ�e pour a�rmer la notion d'�ecart entre mod�eles.
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De plus, la fonction � log(x) �etant strictement convexe, l'�egalit�e �a z�ero n'a

lieu que si g(y; 
)=f(y; �) est �egal �a une constante, k. Comme E�

�
g(y;
)

f(y;�)

�
= 1,

on en d�eduit que k = 1. 2

Les mod�eles de maximum de vraisemblance constituent un bon exem-

ple de mise en oeuvre du principe g�en�eral que nous adoptons pour d�e�nir

l'enveloppement approch�e, nous resterons dans ce cadre tout au long de cette

section. Dans ce contexte, Florens et alii [31] proposent de d�e�nir la pseudo-

vraie valeur comme minimisant la sp�eci�cit�e de (M2; b
) vis-�a-vis de (M1;
b�).

Une mesure de la sp�eci�cit�e de (M2; b
) par rapport �a (M1;
b�) est donn�ee

pour une fonction � par :

D�(Yn) =

Z


log

"
g(y; b
(Yn))

g(y;�( b�(Yn)))
#
f(y; �) �(dy)

Cette mesure est �evidemment d�ependante de l'�echantillon Yn
3.

La pseudo-vraie valeur �(�) est d�e�nie comme r�ealisant le minimum du

crit�ere D�(Yn) pour tout Yn.

�(�) = argmin
�

Z


log

"
g(y; b
)
g(y; �)

#
f(y; �) �(dy)

Il est important de noter que, par cette d�e�nition de la pseudo-vraie valeur,

nous cherchons volontairement �a r�eduire au maximum la sp�eci�cit�e deM2 vis-

�a-vis de M1. En minimisant cette sp�eci�cit�e nous o�rons ainsi la \plus faible

r�esistance possible" �a l'enveloppement de M2:

Il est ais�e de voir que �(�) r�ealise le minimum du crit�ere d'information de

Kulback-Leibler (KLIC).

Preuve :

Notons que, comme b
 est l'estimateur du maximum de vraisemblance, on

a :

g(y; b
)
g(y; �)

� 1 8� 2 ��

3Une mani�ere de s'a�ranchir de l'�echantillon consiste �a introduire une probabilit�e

sur l'espace (
;A) dont le choix d�ependra du cadre de travail (classique ou bay�esien,

param�etrique ou non-param�etrique, etc..)
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Ensuite, par un simple jeu d'�ecriture, on obtient :

�(�) = argmin�
R
log

h
g(y;b
)
g(y;�)

i
f(y; �) dy

= argmax�
R
log [g(y; �)] f(y; �) dy

= argmin�
R
log

h
f(y;�)
g(y;�)

i
f(y; �) dy

Le dernier terme est bien le contraste de Kulback-Leibler. 2

Nous v�eri�ons ainsi que, dans le cadre pr�esent de maximum de vraisem-

blance, minimiser la sp�eci�cit�e d'un mod�ele vis-�a-vis d'un autre, revient �a

minimiser la distance qui les s�epare au sens de Kulback-Leibler. Des mesures

de sp�eci�cit�e autres que celle propos�ee ici peuvent être introduites, elles con-

duisent �evidemment �a d'autres pseudo-vraies valeurs et �a d'autres tests.

Dans un contexte bay�esien, on aura le souci de d�e�nir une \sp�eci�cit�e

inconditionnelle " en supprimant la d�ependance vis-�a-vis de l'�echantillon par

int�egration en y suivant la loi suppos�ee de y (voir section 1.4). La mesure

pr�ec�edente est cependant pr�ef�er�ee, elle conduit en e�et �a une pr�esentation

naturelle des distances entre mod�eles.

1.2.2 D�e�nition de la pseudo-vraie valeur

Gourieroux, Monfort et Trognon [42], sur les bases des travaux de Sawa

[77], Huber [55] et Cox ([21] et [22]), proposent en 83, la d�e�nition de la

pseudo-vraie valeur dans le contexte pr�esent de maximum de vraisemblance

par :

�(�) = argmin
�

Z


log

"
f(y; �)

g(y; �)

#
f(y; �)�(dy)

C'est-�a-dire que la pseudo-vraie valeur associ�ee �a une proc�edure de maxi-

mum de vraisemblance est d�e�nie comme la valeur minimisant le KLIC I(M1;M2)

ce qui �equivaut �a minimiser la sp�eci�cit�e introduite ci-dessus.

Une autre expression �equivalente est :

�(�) = argmax
�

Z


log [g(y; �)] f(y; �)�(dy) (1.2)

La fonction de lien � n'est donc pas d�e�nie analytiquement, mais r�esulte

d'une proc�edure de minimisation. Sawa s'est le premier int�eress�e au calcul des

pseudo-vraies valeurs, il montre (lemme 3.2), que la pseudo-vraie valeur �(�)

s'�ecrit �egalement :
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�(�) = E�(b
) (1.3)

o�u E�(�) d�esigne l'esp�erance relative au mod�ele M1:

Si b
 est l'estimateur du maximum de vraisemblance du mod�ele param�etrique

M2, on a :

�(�) =

Z


argmax

�
log [g(y; �)] f(y; �)�(dy) (1.4)

La distinction entre (1.2) et (1.4), r�eside alors dans l'ordre des op�erateurs.

Conform�ement �a Hendry, Mizon et Richard (Voir Mizon [65], Mizon et

Richard [66], ou Hendry et Richard [54] ), l'esp�erance sousM1 de b
 d�e�nissant
la pseudo-vraie valeur dans l'expression 1.3 est remplac�ee par :

�(�) = p lim
M1

b

�(�) se pr�esente ici comme une r�einterpr�etation de l'estimateur b
 parM1,

elle est ais�ement estimable, d�es lors que � l'est, par �( b�). Nous utiliserons

cette expression de la pseudo-vraie valeur dans la suite de ce travail.

Gourieroux et alii [42], proposent �egalement une d�e�nition de la pseudo-

vraie valeur en �echantillon �ni dont �(�) est la limite.

1.2.3 Pseudo-vraie valeur �a distance �nie

Consid�erons l'�echantillon constitu�e de (yi; xi)i=1;���;n, n observations ind�ependantes
du couple de vecteurs al�eatoires (Y;X) de <�<p . On s'int�eresse �a la loi con-

ditionnelle de Y j X.

Le même sch�ema directeur s'applique ici �a partir des d�e�nitions des mod�eles

et du crit�ere (conditionnel) de Kullback-Leibler. Deux mod�eles sont propos�es

pour la mod�elisation de la densit�e conditionnelle de Y sachant X.

M1 : f(yi j xi; �) ; � 2 ��

M2 : g(yi j xi; 
) ; 
 2 �


Les log-vraisemblances conditionnelles associ�ees �a ces mod�eles sont4:

L1(�) =
nX
i=1

log f(yi j xi; �) et L2(
) =
nX
i=1

log g(yi j xi; 
)

Nous pouvons introduire le crit�ere (conditionnel) de Kullback-Leibler qui

est ici :

4Les conditions usuelles de r�egularit�e sont suppos�ees et ne seront pas d�etaill�ees dans cet

expos�e synth�etique. Elles �gurent par exemple dans l'ouvrage de Gourieroux et Monfort

[37], volume 2, ou dans l'�etude des pseudo-vraies valeurs r�ealis�ee par Dhaene [27].
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E�

"
log

 
f(yi j xi; �)
g(yi j xi; 
)

! #
=

Z
<d

log

 
f(yi j xi; �)
g(yi j xi; 
)

!
f(yi j xi; �)dyi

Ce crit�ere di��ere de celui donn�e dans la section pr�ec�edente par le fait qu'il

est conditionnel aux observations xi.

Une mesure directionnelle de la distance entre M1 et M2 est :

nX
i=1

E�

"
log

f(yi j xi; �)
g(yi j xi; 
)

#

dont le minimum sur 
 est r�ealis�e par �n(�) qui est la \pseudo-vraie valeur

�a distance �nie" de 
.

Il est �a noter que �n(�) r�ealise, de mani�ere �equivalente, le maximum en 


de :

nX
i=1

E� [log g(yi j xi; 
)] (1.5)

Lorsqu'on augmente la taille de l'�echantillon,(n ! 1), la pseudo-vraie

valeur �a distance �nie �n(�) tend vers �(�) pseudo-vraie valeur (asymptotique)

solution du probl�eme de maximisation suivant :

max

2�


lim
n!1

1

n

nX
i=1

E� [log g(yi j xi; 
)] = max

2�


ExE� [log g(yi j xi; 
)] (1.6)

O�u Ex d�esigne l'esp�erance relative �a la distribution des xi
5.

Remarque

La pseudo-vraie valeur �a distance �nie �n(�), maximum de l'expression

(1.5), d�epend donc des valeurs des variables (exog�enes) xi, et devrait être

not�ee �n(�;X). Avant observation elle doit donc être consid�er�ee comme

variable al�eatoire. Par contre, la pseudo-vraie valeur asymptotique �(�) is-

sue de l'expression (1.6) n'est pas al�eatoire, elle di��ere donc par nature de

�n(�). Ces deux notions sont toutefois confondues dans le cadre de mod�eles

d'�echantillonnage (o�u il n'y a pas d'exog�enes) ainsi que dans les cas de mod�eles

iid, ou autres mod�eles �a valeur des xi �xes (f(yi; xi; �) = f(yi; �)). On parlera

dans ces cas de pseudo-vraie valeur, sans distinction.

5On supposera, en e�et, que la distribution empirique des xi tend vers une distribution

limite (et inconnue).
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La pseudo-vraie valeur �etant d�e�nie , nous pouvons introduire la notion

d'enveloppement \approch�e", cette d�e�nition, plus famili�ere, est essentielle-

ment bas�ee sur l'estimation de la di��erence d'enveloppement b
��( b�). L'expression
de cette di��erence est centrale dans cette d�e�nition, elle servira de base aux

tests d'enveloppement d�evelopp�es chapitre 2. La proc�edure de calcul de la

pseudo-vraie valeur �etant une minimisation, la transitivit�e de l'enveloppement

exact ne se retrouvera pas dans l'enveloppement approch�e.

A�n d'être clair dans nos d�e�nitions nous parlerons d'enveloppement pour

d�esigner l'enveloppement \approch�e" d�e�ni ici, l'enveloppement \exact" �etant

la d�enomination r�eserv�ee �a la relation (1.1) de la d�e�nition 1.1.

1.2.4 D�e�nition de l'enveloppement approch�e

Comme il n'est pas possible de v�eri�er la relation (1.1), l'id�ee est de d�e�nir

l'enveloppement approch�e en se basant sur la di��erence entre l'estimateur b

de 
 dans M2 et un estimateur �( b�) de la pseudo-vraie valeur �(�), celle-ci

ayant �et�e calcul�ee par minimisation de la sp�eci�cit�e.

D�e�nition 1.3 (Enveloppement approch�e) :

On dira que \M1 enveloppe M2 " (M1 E M2) si :

b
(Yn) = �
� b�(Yn)� (M1 p:s:) (1.7)

�
� b�(Yn)� �etant l'estimateur de la pseudo-vraie valeur de 
 sous M1.

La di��erence fondamentale avec l'expression (1.1) d�e�nissant l'enveloppement

exact, r�eside dans la connaissance de la pseudo-vraie valeur. Ici, elle est connue

comme r�esultant d'une proc�edure de minimisation et l'on examine la nullit�e de

la di��erence b
 � �( b�), contrairement �a la d�e�nition de l'enveloppement exact

o�u l'on s'int�eressait �a l'existence de � permettant la nullit�e de cette di��erence.

La relation (1.7) est �evidemment d�ependante de l'�echantillon, et peut donc

être test�ee. C'est d'ailleurs sur la di��erence b
 � �( b�), ou sur une fonction

de cette di��erence que seront fond�es les tests d'enveloppement classiques (voir

chapitre 2).

Il est �a noter que l'enveloppement approch�e n'est pas transitif, autrement

dit, si M1 E M2 et M2 E M3 alors M1 n'enveloppe pas forc�ement le mod�ele

M3. Cette situation est due au fait que les pseudo-vraies valeurs sont d�e�nies

comme minimum d'un crit�ere de \divergence" entre mod�eles qui n'est pas

transitif (voir Dhaene [27]).
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L'exemple suivant permet de repr�esenter l'enveloppement approch�e sous

une forme aussi simple que possible. Il est extrait de Hendry et Richard [54]

et fait intervenir deux mod�eles univari�es normaux non embô�t�es.

Exemple 3 M1 est un mod�ele proposant la densit�e de Y comme distribu�ee

suivant une loi normale de variance unitaire, il est param�etr�e par la moyenne

� et appartient donc �a la famille de densit�es normales de variance 1.

M1 : Y � N (�; 1)

Ce mod�ele va s'opposer au mod�ele M2 proposant une distribution normale

centr�ee param�etr�ee par sa variance 
2.

M2 : Y � N (0; 
2)

Si � 6= 0 et 
2 6= 1 ces deux mod�eles sont non embô�t�es, dans le sens o�u

les familles param�etriques �etudi�ees ici sont disjointes. Nous cherchons ici, �a

envelopperM2 parM1 en nous basant sur un �echantillon Yn = (y1; y2; : : : ; yn),

de n r�ealisations ind�ependantes de la variable al�eatoire r�eelle Y .

Les estimateurs associ�es aux param�etres de ces mod�eles sont :

� b� = 1
n

nP
i=1

yi , pour M1.

� c
2 = 1
n

nP
i=1

y2i , pour M2.

Ces estimateurs sont convergents dans leurs mod�eles respectifs. La pseudo-

vraie valeur de 
2 est elle obtenue par l'�etude du comportement asymptotique

de c
2 sous M1. La d�ecomposition suivante permet une analyse rapide du

comportement asymptotique des di��erents termes.

c
2 = 1

n

nX
i=1

y2i =
1

n

 
nX
i=1

(yi � �)2 + 2� �
nX
i=1

(yi � �) +
nX
i=1

�2
!

Sous M1

� le premier terme tend vers 1 (variance de y sous M1)

� le second s'annule ( esp�erance d'une variable centr�ee )

� le dernier est exactement �egal �a �2
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Au total on obtient la pseudo-vraie valeur �(�) = p limM1

�c
2� = 1 + �2

M1 enveloppera donc M2 si et seulement si b
2 = �( b�) = 1 + b�2
Conform�ement �a la d�e�nition de Hendry et Richard nous jugerons de

l'enveloppement de M2 par M1, par la di��erence entre un estimateur de 
2

et un estimateur de la pseudo-vraie valeur �(�), donnant la statistique :

b� = 
b2 � �( b�) = b
2 � 1� b�2 (1.8)

bas�ee sur l'�echantillon Yn.

En d�eveloppant cette expression, la statistique s'�ecrit �egalement sous la

forme : b� =
1

n

nX
i=1

(yi � b�)2 � 1

Hendry et Richard nous proposent �egalement d'examiner sur cet exemple

la situation inverse o�u l'on cherche �a tester l'enveloppement de M1 par M2.

La pseudo-vraie valeur associ�ee �a b� sous M2 est B(
) :

B(
) = p lim
M2

b� = 0

M2 enveloppera donc M1 ssi
e� = b� est nul . 2

1.2.5 L'alternative de Gourieroux et Monfort

L'approche de Gourieroux et Monfort [39], [38] et [42], que nous quali�ons

d'alternative, pr�esente la particularit�e de consid�erer explicitement le processus

de g�en�eration des donn�ees comme ext�erieur aux mod�eles. Nous examinerons

les possibilit�es d'enveloppement dans un sens (M1 enveloppeM2) comme dans

l'autre, sans pr�ef�erence a priori pour l'un des deux mod�eles. Ainsi, les deux

mod�eles sont examin�es de mani�ere sym�etrique, le principe de l'enveloppement

servant de crit�ere de choix objectif.

Consid�erons le contexte conditionnel d�e�ni pour l'�etude des pseudo-vraies

valeurs, section 1.2.3.

Deux mod�eles sont propos�es pour la mod�elisation de la densit�e condition-

nelle de y sachant x.

M1 : f(yi j xi; �) ; � 2 ��

M2 : g(yi j xi; 
) ; 
 2 �
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et supposons le processus de g�en�eration des donn�ees P0, ext�erieur aux

mod�eles M1 et M2. Il est caract�eris�e par la (\vraie") densit�e conditionnelle

h :

P0 : h(yi j xi; �0) ; �0 2 �0

Puisque P0 est ext�erieur aux mod�eles, nous pouvons d�eterminer quel mod�ele

M1 ouM2 est le plus proche de ce processus, au sens du contraste de Kullback

et Leibler. Dans ce paysage, nous pouvons d�e�nir di��erentes pseudo-vraies

valeurs selon le mod�ele de r�ef�erence.

Si l'on prend pour mod�ele de r�ef�erence le mod�ele P0, alors :

- la valeur minimisant la \distance" entre P0 et M1 est la pseudo-vraie

valeur de � sous P0, �0.

- celle minimisant la \distance" entre P0 et M2 est 
0, la pseudo-vraie

valeur de 
 sous P0,

Ces valeurs sont d�e�nies comme solutions des programmes :

�0 = Argmin� ExE0 log
h
h(yijxi;�0)
f(yijxi;�)

i
= Argmax� ExE0 [log f(yi j xi; �)]

et


0 = Argmax
 ExE0 [log g(yi j xi; 
)]

o�u Ex d�esigne l'esp�erance relative �a la distribution des xi et E0 celle relative

au \vrai" processus P0.

Malheureusement, en r�egle g�en�erale, le mod�ele P0 est inconnu et l'on ne

peut donc pas choisir le mod�ele \le plus proche" au sens de ce crit�ere.

On peut toutefois consid�erer l'un ou l'autre des mod�eles concurrents comme

�etant le \vrai" mod�ele. SiM1 est le mod�ele de r�ef�erence, on d�e�nit la pseudo-

vraie valeur �(�) comme l'�el�ement de �
 minimisant la distance entre le mod�ele

M1 au mod�ele M2. �(�) est d�etermin�ee par le même type de maximisation :

�(�) = Argmax



ExE� log g(yi j xi; 
)
La fonction d�eterminant �(�) dans �
, est la \fonction de lien" � : �� ! �
,

d�e�nie section 1.2.2.

Nous trouvons une expression sym�etrique en consid�erantM2 comme r�ef�erence,

la fonction de lien B : �
 �! �� , d�eterminant la pseudo-vraie valeur B(
)
dans ��

B(
) = Argmax
�

ExE
 log f(yi j xi; �)
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Il est important de noter que les fonctions de lien � et B qui ne font

intervenir que les mod�eles et leurs sp�eci�cations, sont ind�ependantes du vrai

processus. N'ayant aucune hypoth�ese sur l'appartenance de ce processus �a l'un

des mod�eles, \tout n'est donc que pseudo".

Exemple 4 Supposons les mod�eles conditionnelsM1 etM2 lin�eaires gaussiens

de variance unit�e :

M1 : f(y j x; �) = 1p
2�
exp

 
(y� x0

1

)

2

2

!
et

M2 : g(y j x; 
) = 1p
2�
exp

 
(y� x0

2

)

2

2

!

Les fonctions de lien � et B v�eri�ent :

�(�) = Argmax
 ExE� [log g(y j x; 
)]

= Argmax
 ExE� � (y � x02
)
2

= Argmax
 Ex (x
0
1� � x02
)

2

= (Ex [x2x
0
2])

�1
Ex [x2x

0
1] �

De même :
B(
) = Argmax
 ExE� [log g(y j x; 
)]

= (Ex [x1x
0
1])

�1
Ex [x1x

0
2] 


Les expressions d�e�nissant � et B sur cet exemple d�ependent uniquement des

sp�eci�cations des mod�eles M1et M2 (et notamment de la loi des x qui, toute-

fois, est souvent inconnue), et sont estimables en rempla�cant les param�etres �

et 
 par leurs estimateurs b� et b
 dans les expressions ci-dessus. 2

Dans ce contexte conditionnel, Gourieroux et Monfort [42] nous donnent

leur d�e�nition de l'enveloppement, �egalement propos�ee par Hendry et Richard

[54], sous le terme \d'enveloppement global" (\population encompassing").

D�e�nition 1.4 : M1 enveloppe M2 sous P0 ssi :


0 = �(�0) (1.9)

Cette d�e�nition de l'enveloppement fait ici intervenir explicitement le pro-

cessus de g�en�eration des donn�ees P0, puisque les mod�eles sont repr�esent�es ici

par l'interm�ediaire de 
0 et �0, il est bien �evident que la relation (1.9) ne lie pas
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les mod�elesM1 et M2 dans l'absolu, c'est une relation liant les mod�eles pour

\un certain" processus de g�en�eration des donn�ees P0 qui ne sera pas forc�ement

vraie pour d'autres.

Propri�et�e :

Il est int�eressant de noter que si P0 2 M1, alors M1 enveloppe tout autre

mod�ele M2.

Preuve :

Si P0 2 M1, alors 8 M2 :


0 = Argmax
 ExE0 [log g(yi j xi; 
)]

= Argmax
 ExEM1
[log g(yi j xi; 
)]

= �(�0)

Donc M1 enveloppe le mod�ele M2. 2

Les pseudo-vraies valeurs disponibles ici, et notamment �(�) et B(
), vont
nous permettre de d�e�nir les \ensembles images" et \ensembles r�e
�echis" :

L'ensemble image de M1 dans M2 est
6 :

Im(M1) =M0
2 = fg(yi j xi;�(�)); � 2 ��g

De même, l'image de M2 dans M1 est :

Im(M2) =M0
1 = ff(yi j xi;B(
)); 
 2 �
g

Les ensembles r�e
�echis R�
 et R
� sont eux d�e�nis comme l'ensemble des

points invariants par la double action des fonctions de liens, dans un sens et

dans l'autre, soit plus formellement :

R�
 = ff(yi j xi; �) t:q: � = B(�(�)); � 2 ��g � M1

et

R
� = fg(yi j xi; 
) t:q: 
 = �(B(
); 
 2 �
g � M2

6
M1 peut être d�e�ni �egalement comme ff(yi j xi; �) t:q: � 2 ��g
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Tout comme les fonctions de lien, ces ensembles sont d�e�nis d�es que les

mod�eles le sont, ils ne d�ependent que de la forme des fonctions de lien et sont

donc ind�ependants du processus de g�en�eration des donn�ees.

Exemple :

Si l'on se replace dans le cadre de l'exemple 4, on a :

M0
2 = Im(M1) est le sous ensemble de M2 dont les param�etres 
 appar-

tiennent �a l'image de la matrice (Ex [x2x
0
2])

�1
Ex [x2x

0
1]. 2

Les ensembles pr�esent�es ci-dessus o�rent, et c'est leur principal int�erêt,

d'importantes perspectives en vue de r�eduire les mod�eles en pr�esence, en e�et :

Si M1 enveloppe M2 alors le mod�ele image M0
2 est �a la même distance de

P0 que M2. Autrement dit, M1 pr�esente la même sp�eci�cit�e vis �a vis de P0

que M2, de plusM0
2 �M2, il n'est donc pas n�ecessaire d'examiner le mod�ele

M2 dans son int�egralit�e. On peut ainsi r�eduire les mod�eles par examen des

ensembles images.

Dans le cas d'enveloppement mutuel (M1 enveloppeM2 et r�eciproquement),

on peut remplacer les mod�eles initiaux par les ensembles images, puis par les

images de ces ensembles images, etc... A la limite de ce processus on obtient

les ensembles r�e
�echis R�
 et R
� qui sont �a la même distance de P0 que les

mod�eles initiaux dont ils sont issus (voir Gourieroux et Monfort [39]), et qui

au regard du principe de parcimonie, pr�esentent un int�erêt plus grand.

Un point important de cette �etude repose sur les fonctions de lien, il faut

noter que ces fonctions sont souvent inconnues, dans le cas de mod�eles avec

variables exog�enes, la distribution de ces variables est inconnue et les fonctions

de lien, faisant intervenir cette distribution ne peuvent donc être d�etermin�es

explicitement. Un moyen de contourner cet obstacle est d'utiliser les fonctions

de lien en �echantillon �ni d�e�nissant les pseudo-vraies valeurs �nies de la sec-

tion (1.2.3). Gourieroux et Monfort [40] proposent �egalement une proc�edure de

simulation de ces pseudo-vraies valeurs �nies par tirages al�eatoires d'�el�ements

observ�es du processus (yi; xi):

1.3 Enveloppement parcimonieux et partiel

\The parcimony principle in empirical modelling is like Occam's razor : If

a submodel has all the desirable properties of a larger model, we only need to

consider the submodel."
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Geert Dhaene (1993)

1.3.1 Enveloppement parcimonieux

D�e�nition 1.5 : M1 \enveloppe parcimonieusement"M2 si et seulement si :

i) M1 enveloppe M2

ii) M1 est embô�t�e dans M2, au sens o�uM1 est un cas particulier de M2
7

La totalit�e de l'information apport�ee par M2 se retrouve donc dans M1,

ce qui peut constituer une importante avanc�ee dans l'optique de r�eduire les

mod�eles, et notamment dans une optique de pr�evision o�u la simplicit�e du

mod�ele est souvent mise en avant.

Cette propri�et�e pr�esente de nombreux autres int�erêts, en particulier comme

le notent Hendry et Richard, les calculs des statistiques de test d'enveloppement

sont simpli��es quand M1 est embô�t�e dans M2 (le calcul des pseudo-vraies

valeurs y est en e�et plus simple).

Nous verrons �egalement chapitre 2 que les liens entre les tests d'enveloppement

parcimonieux et les tests bas�es sur des conditions de moments (M-tests) s'av�erent

être nombreux et �etroits, comme le remarquent Lu et Mizon [61].

D'autre part, et plus fondamentalement, ce cadre permet l'�etude du \mod�ele

embô�tant minimal", c'est-�a-dire du plus petit mod�ele Mc tel que M1 et M2

soient embô�t�es dans Mc. Intuitivement, il semble que ce mod�ele Mc ait

la même sp�eci�cit�e que M2 vis-�a-vis de M1. Lu et Mizon �etudient les con-

ditions pour lesquelles M1 enveloppe M2 si et seulement si M1 enveloppe

Mc, situation �evidemment reli�ee �a ce contexte d'enveloppement parcimonieux.

L'exemple 3, pr�esent�e section 1.2.4, permet de visualiser ais�ement une telle sit-

uation.

Exemple 3 : (suite)

Les mod�eles en pr�esence sont des mod�eles d'�echantillonnages normaux,M1

appartient �a la famille de densit�es normales de variance 1, M2 proposant une

distribution normale centr�ee param�etris�ee par sa variance.

M1 : Y � N (�; 1) et M2 : Y � N (0; 
2)

7L'embô�tement peut être d�e�ni �egalement, par inclusion des mod�eles, ou par inclusion

des espaces param�etriques au sein d'une même famille de mod�eles, ou bien par la nullit�e du

KLIC de M2 relativement �a M1, ou par tout autre d�e�nition. Nous ne discuterons pas en

d�etail de cette d�e�nition dans ce chapitre.
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Le \mod�ele minimal embô�tant" M1 et M2 est d�e�ni ici par Mc:

Mc : Y � N (m; v2)

Les param�etres associ�es �a ce mod�ele, � =(m; v2), sont estim�es de mani�ere

convergente par b� = (cm; bv2) :
cm = b� = 1

n

nP
i=1

yi = y

cv2 = 1
n

nP
i=1

(yi � y)2

L'objectif �etant de d�eterminer une condition pour que M1 enveloppe Mc,

nous nous int�eressons �a la pseudo-vraie valeur de � sousM1, �(�) = (M(�); V 2(�))

dont les expressions sont :

M(�) = �

V 2(�) = 1

En e�et le comportement asymptotique de nos estimateurs sous M1 nous

donne :

cm = 1
n

nP
i=1

yi ! � sous M1

cv2 = nP
i=1

(yi � y)2 ! 1 sous M1

M1 enveloppe parcimonieusement Mc ssi
b� = �( b�) ce qui �equivaut �a:8><>:

b� = b�
cv2 = 1

La premi�ere �egalit�e est bien �evidemment toujours v�eri��ee, la deuxi�eme

correspond �a l'expression 1.8 d�e�nissant l'enveloppement de M2 par M1.

Un calcul rapide nous permet d'exprimer cette di��erence sous la forme :

cv2 � 1 =
1

n

nX
i=1

(Yi � b�)2 � 1 = b
2 � 1� b�2
Sur cet exemple, M1 enveloppe parcimonieusement Mc ,M1 enveloppe

M2, les deux mod�elesMc etM2 ont ainsi la même sp�eci�cit�e vis-�a-vis deM1.

Nous reprendrons ult�erieurement cet exemple dans l'optique de tester cette

relation d'enveloppement en �etudiant la distribution de cv2. 2
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1.3.2 Enveloppement partiel

Lu et Mizon[61] proposent en 93 des d�e�nitions plus g�en�erales en con-

sid�erant la di��erence d'enveloppement, ou contraste, au travers d'une fonction

pouvant être d�eterministe ou non. Nous donnons ici ces d�e�nitions d'enveloppement

partiel, ou directionnel.

D�e�nition 1.6 (Enveloppement via une fonction) :

M1 enveloppe M2 via C ssi C(
)� C(�(�)) = 0 (1.10)

o�u C est une fonction connue, non al�eatoire du param�etre 
 de M2:

Ces auteurs proposent �egalement une d�e�nition o�u l'on interpr�ete la di��erence

d'enveloppement par le biais d'une fonction tout-�a-fait g�en�erale.

D�e�nition 1.7 (Lu et Mizon) :

M1 enveloppe M2 via B ssi EP0 [B(Yn; b
)� EM1
[B(Yn; b
)]] = 0

(1.11)

o�u :

- EP0 d�esigne l'esp�erance relative au processus de g�en�eration des

donn�ees P0

- B est une fonction des donn�ees Yn et de b
:
Nous retrouvons dans cette expression les ingr�edients de l'enveloppement

approch�e :

� L'estimateur b
 est en fait g�en�eralis�e par la fonctionB(Yn; b
) dans l'expression
(1.11),

� tandis que EM1
[B(Yn; b
)], qui est la r�einterpr�etation de B(Yn; b
) sous

M1, remplace �(�) = E� [b
], la pseudo-vraie valeur de b
.
La di��erence est toutefois analys�ee ici sous P0.

Cette d�e�nition trouve sa source dans l'article de Mizon et Richard [66],

l'introduction de la fonction B g�en�eralise la proc�edure d'estimation en quelque

sorte, et permet d'�elargir le champ d'action de l'enveloppement. Un grand

nombre de statistiques de test peuvent ainsi être engendr�ees par di��erents

choix de la fonction B.
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Un exemple classique est la fonction B d�e�nie par :

B(Yn; b
) = L1(b
)� L2(
b�)

o�u L1(b
) et L2(
b�) d�esignent les log-vraisemblances des mod�elesM1 etM2

respectivement.

L'hypoth�ese de test de l'enveloppement de M2 par M1 via B est alors la

même que l'hypoth�ese du test de rapport de vraisemblance g�en�eralis�e de Cox

([21] et [22]), que l'on trouve clairement explicit�e dans Pesaran [70]. Cette

expression est �egalement �a la source de la notion d'enveloppement.

D'autres exemples de fonctions B peuvent être construits et sont �etudi�es

par Mizon [65],Mizon et Richard [66] et Lu et Mizon [61] .

Il est �a noter que cette derni�ere d�e�nition est la plus g�en�erale des d�e�nitions

pr�esent�ees ici et n'est pas reli�ee aux autres , alors que l'on constate que :

M1 enveloppe exactement M2 =)M1 enveloppe M2 via C

La r�eciproque de ce r�esultat n'est �evidemment pas vraie puisqu'il est facile

d'imaginer un mod�ele enveloppant partiellement un autre par construction

d'une fonction C particuli�ere, sans que la propri�et�e d'enveloppement exact ne

soit v�eri��ee.

Ces d�e�nitions sont des d�e�nitions d'enveloppement approch�e pour lesquelles

la di��erence d'enveloppement est analys�ee au travers d'un �ltre, la fonction B

ou C, qui peut être directionnel, r�educteur, ou g�en�eralisateur.

L'enveloppement partiel, proprement dit, est un cas particulier de ces

d�e�nitions, correspondant �a une d�e�nition de B (ou C) r�eduisant la dimension

de b
 (une projection par exemple), seule \une partie" des param�etres de M2

est alors consid�er�ee comme pertinente pour l'analyse.

Nous verrons chapitre 2 que cette notion peut être g�en�eratrice de tests

uni�ant la litt�erature sur les tests de sp�eci�cation, Lu et Mizon ajoutent même

que tous les tests de sp�eci�cation peuvent virtuellement être retrouv�es par des

choix appropri�es des fonctions C et B .

1.4 Enveloppement bay�esien

\In summary, encompassing is formalized as a concept of su�ciency among

models whereas speci�city mesures the lack of encompassing"

Jean-Pierre Florens, David F. Hendry et Jean-Fran�cois Richard (1994)



1.4. ENVELOPPEMENT BAY�ESIEN 33

1.4.1 Principe g�en�eral

L'optique bay�esienne propose d'associer aux mod�eles d'�echantillonnage, des

densit�es a priori sur les param�etres, permettant l'�ecriture d'une densit�e jointe �a

l'�echantillon y et aux param�etres, dans chacun des mod�eles8. L'utilisation de la

r�egle de Bayes pour d�ecomposer cette densit�e jointe de deux fa�cons di��erentes

nous permet d'obtenir des densit�es a posteriori conditionnelles �a l'�echantillon

y.

La loi jointe, �(y; �), form�ee, sur S���, du produit de la densit�e d'�echantillonnage

par la densit�e a priori sur le param�etre, peut se d�ecomposer �egalement en la

densit�e a posteriori que multiplie la densit�e pr�edictive (1.12).

Nous rappelons ici cette d�ecomposition pour le mod�ele M1 :

�(y; �) = f(y j �) � �(�)

= �(� j y) � f(y)
(1.12)

Nous donnons dans la table ci-dessous les notations pour les deux mod�eles.

TeX �eldTOTeX �eld

Notations bay�esiennes

Mod�ele 1 Mod�ele 2

Loi jointe �(y; �) �(y; 
)

Densit�e d'�echantillonnage f(y j �) g(y j 
)
A priori �(�) �(
)

A posteriori �(� j y) �(
 j y)
Pr�edictive f(y) g(y)

L'objet de l'inf�erence bay�esienne consiste �a passer de l'a priori sur le

param�etre �a une densit�e a posteriori sur ce param�etre, conditionnellement aux

observations. L'enveloppement bay�esien se concentrera donc, tout naturelle-

ment, sur les densit�es a posteriori, les densit�es a priori n'�etant de toutes fa�cons

pas comparables puisque bas�ees sur des ensembles d'information di��erents.

1.4.2 Notion d'enveloppement bay�esien

D'une mani�ere similaire �a la notion d'enveloppement classique, il y aura

enveloppement bay�esien de M2 par M1 si la densit�e a posteriori du mod�ele 1

explique celle du mod�ele 2 ou s'il existe une relation permettant de retrouver

la densit�e a posteriori de M2 en utilisant celle de M1. Hendry et Richard

8Nous supposerons, dans toute cette partie, que les mod�eles bay�esiens sont repr�esent�es

par des densit�es, sans donner les conditions n�ecessaires �a cette propri�et�e.
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[54] proposent une comparaison de l'a posteriori bay�esien de M2 avec une

interpr�etation de cet a posteriori par le mod�elisateur 1.

D�e�nition 1.8 (Enveloppement bay�esien) :

On dira que \le mod�ele bay�esienM1 enveloppeM2", s'il existe une densit�e

conditionnelle �(
 j �) ind�ependante de y, telle que :

�(
 j y) =
Z
��

�(
 j �)�(� j y) @� (1.13)

\presque sûrement " en y.9

L'expression (1.13) exprime le fait que les r�esultats de M2, c'est-�a-dire

�(
 j y), sont retrouv�es �a l'aide de ceux de M1, �(� j y).
Le lien entre l'enveloppement classique et l'enveloppement bay�esien r�eside

dans la fonction � qui permettait de lier les espaces param�etriques et qui est

remplac�ee ici par la densit�e de transition �(
 j �) ou pseudo-vraie valeur

bay�esienne, liant les espaces de probabilit�e associ�es �a chacun des mod�eles.

Une autre similitude avec l'enveloppement classique est que la relation

(1.13) est rarement v�eri��ee, il faudra donc, ici encore, d�e�nir un crit�ere de

mesure du d�efaut d'enveloppement ou de mesure de la sp�eci�cit�e de M2 vis-

�a-vis deM1. Ce crit�ere servira de base pour la d�etermination de la densit�e de

transition �(
 j �).
Auparavant, nous suivrons Florens, Hendry et Richard [31], sur la voie

de la dualit�e existant entre l'enveloppement bay�esien et l'exhaustivit�e entre

statistiques au sens de Le Cam.

1.4.3 Enveloppement bay�esien et exhaustivit�e

Rappelons tout d'abord la notion d'exhaustivit�e entre statistiques. Intu-

itivement, une statistique y est exhaustive pour une statistique z si y apporte

la même information que z. Dans un contexte bay�esien, l'information sur la

loi de y sachant � est la même que celle sur z sachant �. Ou plus pr�ecis�ement :

Une statistique y est exhaustive pour une statistique z, conditionnellement

au param�etre �, s'il existe une densit�e conditionnelle � ind�ependante de �,

telle que :

g(z j �) =
Z
S
f(y j �)�(z j y) @y (1.14)

9Dans une optique bay�esienne "presque sûrement " s'entend ici au sens de la loi pr�edictive

de M1, de densit�e f(y).
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o�u:

- g(z j �) est la densit�e d'�echantillonage de Z
- � est une densit�e conditionnelle sur z �etant donn�e y, ind�ependante

de �.

Selon Hendry et Richard, l'expression (1.13), qui relie deux param�etres

(�; 
) et une statistique y, peut être exprim�ee de mani�ere duale en introduisant

deux statistiques (y; z) et un param�etre �. En e�et, la substitution de (�; 
; y)

par (y; z; �) m�ene imm�ediatement �a l'expression (1.14)

L'enveloppement bay�esien introduit ici, est ainsi r�einterpr�et�e comme un

concept \d'exhaustivit�e entre mod�eles" dual au concept \d'exhaustivit�e entre

statistiques" d�e�ni par Le Cam [60].

Cette dualit�e ouvre des perspectives int�eressantes en transposant les r�esultats

connus dans le cadre de l'exhaustivit�e entre mod�eles, au cadre de l'enveloppement

bay�esien. La notion de \d�e�cience (de�ciency) entre statistiques", comme

mesure du manque d'exhaustivit�e, se retrouve notamment, dans la notion

de la \sp�eci�cit�e entre mod�eles" comme mesure du d�efaut d'enveloppement

bay�esien.

La notion de sp�eci�cit�e r�esultant de cette �etude duale permet l'introduction

d'un crit�ere pour la s�election de la densit�e de transition �(
 j �).

1.4.4 Enveloppement bay�esien et sp�eci�cit�e

Rappelons tout d'abord la d�e�nition d'une probabilit�e de transition dont

est issue la densit�e �(
 j �).

D�e�nition 1.9 Soient (A;A) et (C; C) deux espaces mesurables, une \proba-

bilit�e de transition" est une fonction � :

� :
A� C �! [0; 1]

(a; Y ) �! �(a; Y )

telle que :

i) 8 a 2 A; �(a; �) est une probabilit�e sur (C; C)

ii) 8Y 2 C; �(�; Y ) est une fonction A-mesurable.
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Comme dans le cas classique, raisonnons �a densit�e de transition �x�ee �(
 j
�) a�n de d�eterminer ensuite quel crit�ere convient d'être utilis�e pour la s�election

de �.

Remarquons que la dualit�e construite ci-dessus, s'exprime par le passage

d'un triplet (�; 
; y) �a un autre triplet, \dual," (y; z; �). Nous pouvons con-

struire sur le triplet (�; 
; y) une loi jointe �� d�e�nie sur �� � �
 � S , en

utilisant cette densit�e de transition �(
 j �)10.

��(�; 
; y) = [f(y j �) � �(�)] �(
 j �)

= [f(y) � �(� j y)] �(
 j �)
La densit�e jointe � sur �� ��
 est ainsi une marginalisation de �

�.
Nous pouvons appliquer le même raisonnement sur �� que sur � et appliquer

la r�egle de Bayes de nouveau, a�n de trouver l'a posteriori de 
 (conditionnel

�a y) par :

��(
 j y) =
Z
��

�(� j y)�(
 j �)d� (1.15)

Nous trouvons ici l'interpr�etation personnelle par le propri�etaire de M1 de

la densit�e a posteriori sur 
, �a partir de son propre a posteriori sur �. D�es

lors nous sommes en pr�esence de deux densit�es a posteriori sur 
 sur la base

desquelles peut s'e�ectuer la s�election de �.

Dans le même esprit que Le Cam , Hendry et Richard d�e�nissent la sp�eci�cit�e

deM2 vis-�a-vis de M1 par une mesure de la di��erence entre les deux densit�es

a posteriori sur 
, ��(
 j y) et �(
 j y).

Suivant les mesures choisies pour quanti�er cette di��erence ou divergence

(voir Hendry et Richard [54]), on obtiendra la sp�eci�cit�e, la p-sp�eci�cit�e, ou

la '-sp�eci�cit�e, comme minimum de la divergence esp�er�ee entre ��(
 j y)
et �(
 j y). Cette sp�eci�cit�e repr�esente en fait la quantit�e incompressible

s�eparantM1 deM2. Cette notion de divergence esp�er�ee minimale correspond

�a celle utilis�ee par Le Cam dans le contexte dual, pour mesurer le d�efaut

d'exhaustivit�e entre statistiques.

10Florens et alii [31] sugg�erent qu'il est naturel pour le propri�etaire du mod�ele 1 de sup-

poser que le param�etre � est su�sant pour caract�eriser la densit�e de y, c'est-�a-dire de

supposer l'ind�ependance de y et 
 conditionnellement �a �, soit en terme de densit�es :

f(y j �; 
) = f(y j �)

Pour compl�eter son information sur �� ��
 � S , le propri�etaire de M1 n'a besoin que

d'une probabilit�e de transition de �� sur �
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1.4.5 Enveloppement bay�esien approch�e

Nous dressons ici un portrait semblable �a celui rencontr�e dans le cadre de

l'enveloppement classique. L'enveloppement d�e�ni par la relation (1.13) n'est

que rarement v�eri��e, une proc�edure de mesure du d�efaut d'enveloppement est

alors construite sur la sp�eci�cit�e de M2 vis-�a-vis de M1. La pseudo-vraie

valeur minimisant le contraste de Kullback-Leibler dans le cadre classique est

ici remplac�ee par la \transition optimale" minimisant cette sp�eci�cit�e. La

\transition optimale" �, ou pseudo-vraie valeur bayesienne est d�e�nie comme

r�ealisant ce minimum sur une classe de densit�es de transition, malheureuse-

ment son calcul est souvent di�cile, voire intraitable (voir Florens,Hendry et

Richard [31]) Des m�ethodes de simulation sont toutefois capables de d�eterminer

num�eriquement cette transition optimale, (voir Florens, Larribeau et Mouchart

[33]), comme l'�echantillonneur de Gibbs (voir Bouoiyour [13]). Une autre voie

consiste �a approcher la pseudo-vraie valeur, et �a consid�erer l'enveloppement

approch�e bas�e sur cette pseudo-vraie valeur.

Dans leur r�ecent article sur l'enveloppement bayesien, Florens, Hendry et

Richard, proposent trois solutions approch�ees du probl�eme de minimisation

d�eterminant la pseudo-vraie valeur :

� La premi�ere approximation consiste �a reproduire la pseudo-vraie valeur

classique, d�e�nie comme la p lim sousM1de l'estimateur du mod�eleM2,

au cadre bay�esien. Pour cela on consid�ere la densit�e a posteriori deM2,

�(
 j y), dans l'optique de M1. La pseudo-vraie valeur approch�ee
e�(
 j

�) est donc obtenue comme marginalisation de l'a posteriori �(
 j y) de
M2, par rapport �a l'�echantillon, en utilisant la densit�e d'�echantillonnage

de M1, f(y j �) :

e�(
 j �) = Z
�(
 j y) � f(y j �)dy

En d�ecomposant la densit�e d'�echantillonnage f(y j �), on obtient :

e�(
 j �) = 1

�(�)

Z
�(
 j y) � �(� j y)f(y)dy

Cette densit�e de transition, bien que n'�etant pas la transition optimale,

pr�esente l'avantage d'être facilement calculable dans un grand nombre

d'applications11.

� La deuxi�eme approximation consiste �a d�e�nir la densit�e de transition

comme la fonction lin�eaire minimisant un crit�ere de moindres carr�es :

11En e�et, dans le cas o�u les deux mod�eles pr�esentent les mêmes densit�es a priori et

d'�echantillonnage, la densit�e de transition e�(
 j �) se retrouve r�eduite �a une Dirac.
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Soient � et 
 des variables al�eatoires de dimensions l et m, notons b� etb
 les esp�erances E1 [� j y] et E2 [
 j y], respectivement. La pseudo-vraie

valeur de 
 relative �a � est la fonction lin�eaire b�(
 j �) = b�0� o�u b� est

la matrice minimisant :

E1

��
�0 b� � b
�0 ��0 b� � b
��

qui est solution du syst�eme :

E1

� b� b� 0� b� = E1

� b�b
0�
Si E1

� b� b� 0� est non singuli�ere alors b� , (et donc b�(
 j �)), est unique.
Cette approximation poss�ede ainsi les charmes d'un calcul ais�e et d'un

comportement asymptotique agr�eable puisque, sous des conditions tech-

niques non reproduites ici, on a :

Si b
 converge vers 
(�) sous la loi jointe de M1 alors :

b�! [E1 (��
0)]�1E1 (�


0(�))

� Une derni�ere technique consiste �a partitionner les espaces param�etriques

�� et �
 en un nombre �ni de sous espaces (�i)i=1;:m et (�j)j=1;:;m
respectivement.

Une pseudo-vraie valeur discr�ete est alors propos�ee comme la matrice

� = (�i;j) dont chaque �el�ement est d�e�ni comme permettant la min-

imisation de la sp�eci�cit�e totale d�ecompos�ee sur les sous espaces. Par

exemple, si le crit�ere de sp�eci�cit�e utilis�e est le KLIC, on obtient la

pseudo-vraie valeur discr�ete � comme solution de :

min
�i;j

E1

8<:X
i;j

�i;j�(�i j S) log
"P

i �(�i j S)
�(�i j S)

#9=;
L'esp�erance E1 est ici relative �a f(y) des techniques d'�evaluations sont

�egalement propos�ees par les auteurs qui pr�ecisent que cette transition

discr�ete peut être rendue arbitrairement proche de la transition optimale

en augmentant la taille de la partition. L'enveloppement bay�esien ap-

proch�e est alors bas�e sur la nullit�e de la sp�eci�cit�e estim�ee, une fois la

pseudo-vraie valeur d�etermin�ee, les tests sont �egalement bas�es sur ces

expressions.
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1.5 Conclusion

\An essential characteristic of empirical modelling (and in fact in the devel-

oppement of theory models) is that it is not a \once-for all" event, but a process

in which new information from theory and/or data leads to modi�cation of ex-

isting models. It seems reasonable to require, therefore, that this process be

progressive rather than degenerate and use of encompassing principle helps to

ensure this."

Grayham E. Mizon (1984)

La notion d'enveloppement, que nous venons de d�etailler, se fonde sur

l'existence d'une fonction de lien permettant l'interpr�etation des r�esultats d'un

mod�ele M1 par ceux d'un autre mod�ele M2. Cette relation exacte, formelle,

est transitive, et relie les mod�eles par l'interm�ediaire des estimateurs qui leur

sont associ�es. C'est par l'existence de cette fonction que les id�ees de progres-

sivit�e dans la validation de nouveaux mod�eles et de comparaison strat�egique

de mod�eles, ont �et�e formalis�ees.

L'existence, ou la non-existence, d'une fonction �etant di�cile �a assurer,

ce principe trouve naturellement son application dans la notion approch�ee de

l'enveloppement. La pseudo-vraie valeur nous donne en e�et une possibilit�e

de lier les espaces param�etriques associ�es aux mod�eles. Il ne s'agit plus alors

de \trouver" la fonction de lien mais de \v�eri�er" que la pseudo-vraie valeur

est \su�samment proche" de l'estimateur associ�e �a M2. Contrairement �a

l'approche sym�etrique de Gourieroux et Montfort prenant explicitement en

compte le \vrai" mod�ele, notre approche est directionnelle puisque nous con-

struisons la di��erence d'enveloppement, ainsi que la pseudo-vraie valeur, sur la

base d'un mod�ele de r�ef�erence M1. C'est sur la di��erence entre estimateur et

pseudo-vraie valeur que vont être fond�es les tests d'enveloppement, que nous

d�eveloppons dans le chapitre suivant.

[a4,12pt]freport



40 PRINCIPE D'ENVELOPPEMENT



Chapter 2

Tests d'enveloppement

\Most empirical testing is to ascertain the status of empirical models, not

to test theories. However, here again encompassing helps resolve the problem."

David F. Hendry (1993)

2.1 Que teste-t-on ?

Les tests pr�esent�es ici sont directement issus des grands principes d'inf�erence

classiques : le principe du rapport de vraisemblance, le principe de Wald, et le

principe du Score. Les tests sont asymptotiques par nature, et ont �et�e intro-

duits principalement par Mizon et Richard [66], Gourieroux et Monfort [39], et

Florens, Hendry et Richard [31] dans un contexte bay�esien. Il importe toutefois

d'être pr�ecis sur l'hypoth�ese que l'on cherche �a tester, ainsi que sur le mod�ele

pris pour r�ef�erence lors de ces tests. Dans leur �etude, Hendry et Richard [54],

distinguent d'ailleurs deux approches de l'enveloppement, selon le mod�ele de

r�ef�erence. Ces auteurs distinguent ainsi le \sampling encompassing" du \pop-

ulation encompassing", selon que la di��erence d'enveloppement est examin�ee

sous l'optique du mod�ele M1, ou sous celle du processus de g�en�eration des

donn�ees P0.

Gourieroux et Montfort [38], se placent sous la direction du \vrai" processus

de g�en�eration des donn�ees P0 et �etudient l'hypoth�ese nulle :

H0 : 
0 = �(�0)

Sous H0, la limite de c�0 = (c
0 � �(c�0)) entre les estimateurs des pseudo-
vraies valeurs 
0 et �(�0) tend vers z�ero, un test de Wald est alors d�e�ni

41
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(WET), ainsi qu'un Test du Score (SET), en�n un test d'enveloppement g�en�eralis�e

(GET), est �egalement propos�e.

Mizon et Richard [66], �etudient l'enveloppement sous l'optique du mod�ele

M1, l'hypoth�ese nulle, directement issue de l'enveloppement exact est alors :

H1 : 
 = �(�)

L'enveloppement exact ne pouvant, par nature, être test�e, c'est l'enveloppement

approch�e qui sert donc de base �a ces tests, on va donc tester la nullit�e de la

sp�eci�cit�e deM2 vis-�a-vis deM1 , la pseudo-vraie valeur ayant �et�e pr�ealablement

d�etermin�ee. La statistique de test sera alors bas�ee sur la di��erence entre un

estimateur du param�etre du second mod�ele et un estimateur de la pseudo-vraie

valeur. Pour cela on retrouve les deux grandes orientations classiques :

� Tester directement la nullit�e de b� d�e�ni comme la di��erence b
 � �( b�),
ou d'une fonction de b� (tests de Wald)

� Tester la nullit�e du score, i.e. d�eriver le crit�ere (test du Score)

En r�egle g�en�erale la distribution de b� n'est pas connue en �echantillon �ni, et il

est alors n�ecessaire d'avoir recours �a une �etude asymptotique pour caract�eriser

la distribution de b�.
L'exemple 3 permet une approche simple des tests d'enveloppement, sur

cet exemple la distribution de b� sera ais�ement caract�eris�ee.

Exemple 3 (suite et �n) :

Le mod�ele M1 : Y � N (�; 1) enveloppe le mod�ele M2 : Y � N (0; 
2), si

la condition :

cv2 = 1

n

nX
i=1

(Yi � b�)2 = 1

est v�eri��ee.

L'originalit�e du mod�eleM2 par rapport �aM1 consiste, en e�et, �a laisser la

variance libre alors qu'elle est contrainte �a 1 dansM1. Le test d'enveloppement

portera donc, logiquement, sur l'�egalit�e �a 1 de la variance de Y , sousM1, c'est-

�a-dire sur la pertinence de cette originalit�e de M2 vis-�a-vis de M1.

SousM1 la distribution de
cv2 est connue puisqu'il s'agit d'une distribution

de Khi-deux.

cv2 M1� 1

n� 1
�2(n�1)
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La situation inverse o�u l'on cherche �a tester l'enveloppement deM1 par M2

nous donne �egalement une distribution de Khi-deux. Les rôles �etant invers�es,

le mod�ele pris pour r�ef�erence est maintenantM2, c'est donc sousM2 que l'on

examine la pseudo-vraie valeur et la distribution de la statistique de test.

La pseudo-vraie valeur associ�ee �a b� sous M2 est B(
) = 0 :

M2 enveloppera donc M1 ssi
e� = b� � B(b
) = b� est nul sous M2.

La distribution de e� = b� = 1
n

nP
i=1

Yi sous M2, est �evidemment une distribution

normale centr�ee.

e� M2� N (0;

2

n
)

Nous obtenons ainsi la statistique de test de Wald suivante :

� =
n � b�2b
2 M2

; �2(1)

2

2.1.1 Tests de Wald (Wald Encompassing Tests)

A�n de construire un test de l'enveloppement de M2 par M1, Mizon et

Richard [66], suivant les travaux de Cox [21] et [22], Huber [55] et White [91],

nous donnent la distribution limite sous M1 de
p
n � b� =

p
n(b
 � �( b�)).

Ici la pseudo-vraie valeur �(�) est d�e�nie comme E�(b
), o�u E� d�esigne

l'esp�erance sous M1, si n�ecessaire, on remplacera cette esp�erance par la p lim

sous M1 de l'estimateur b
. Nous donnons ces r�esultats dans une version

all�eg�ee, sans d�emonstration ni hypoth�eses pr�ecises, laissant le soin au lecteur

de se reporter aux textes originaux pour plus de pr�ecision.

Th�eor�eme 2.1 Sous les \conditions usuelles de r�egularit�e du maximum de

vraisemblance"(voir White [91], conditions A1-A7), la distribution jointe des

estimateurs du maximum de vraisemblance b� et b
, sous M1 est :

p
n

 b� � �b
 � �(�)

!
M1
; N

  
0

0

!
;

 
V�(

b�) V�(
b�) �D0

D � V�( b�) V�(b
)
!!

o�u V�(
b�) est la matrice de variance-covariance usuelle pour l'estimateur du

maximum de vraisemblance d'un mod�ele correctement sp�eci��e, tandis que V�(b
)
est celle de l'estimateur du maximum de vraisemblance d'un mod�ele mal-sp�eci��e.

Soit, si Li(�) d�esigne la vraisemblance associ�ee au mod�ele Mi :
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� V�(
b�) = �

limn!1� 1
n
E

@2L1(�)

@�@�0
��1

� V�(b
) = HJH

avec :

J = limn!1 E�

�
1
n

@L2(
)

@


@L2(
)

@
0
�

H =
�
limn!1 � 1

n
E�

h
@2L2(
)

@
@
0
i ��1

et D est la matrice constitu�ee des d�eriv�ees
�
@�(�)

@�0
�
.

La distribution limite de b� d�ecoule de cette expression et l'on a :

p
n � b� M1

; N
�
0; V�(

b�)� (2.1)

avec V�(
b�) = V�(b
)�DV�(

b�)D0
Une statistique de test de Wald est maintenant construite sur la base de la

distribution limite de
p
n � b� sousM1.

Corollaire 2.2 : Sous les hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent, un test de Wald

de l'enveloppement de M2 par M1 est donn�e par la statistique :

�1 = n � b�0V�( b�)+ b�
V�(

b�) n'�etant pas toujours inversible, V�( b�)+ d�esigne un inverse g�en�eralis�e de

V�(
b�), on note l son rang.

La statistique �1 a alors une distribution limite de �2(l) sous M1.

2.1.2 Test du Score (Score Encompassing Test)

Le test du score est bas�e sur la d�eriv�ee de la vraisemblance du mod�eleM2,

estim�e pour la pseudo-vraie valeur �( b�), pour cela d�e�nissons le score par S :

S(
) =
1p
n
� @L2(
)

@


La statistique du score est bas�ee sur la nullit�e de S
�
�( b�)�. Par d�e�nition,

S(b
) = 0, en d�eveloppant S au voisinage de b
 on a :

S(b
) = 0 = S(�( b�))�pnH � (�( b�)� b
) + op(1)
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soit encore :

S(�( b�)) = p
nH � b�+ op(1) (2.2)

o�u la matrice H (suppos�ee r�eguli�ere) est d�e�nie par :

H = lim
n!1

"
� 1

n
E�

@2L2(
)

@
@
0

#

=�(b�)

L'�equation (2.2) sugg�ere l'utilisation de la formule (2.1) pour d�e�nir la

statistique de test du score, �2, par :

�2 = S(�( b�))0V�(S)+S(�( b�))
o�u V�(S)

+ d�esigne une inverse g�en�eralis�ee de V�(S) :

V�(S) = H V�(
b�) H

Nous renvoyons �a Mizon et Richard [66], pour plus de d�etails concernant

les hypoth�eses sous lesquelles ces tests sont �etablis, ainsi que celles assurant de

l'�equivalence asymptotique du test du Score et du test de Wald. Ces auteurs

sont �egalement �a l'origine du d�eveloppement de tests plus g�en�eraux bas�es sur

l'utilisation de l'enveloppement �etudi�e via une fonction B.

2.1.3 Tests classiques et enveloppement.

Lu et Mizon [61], mettent �egalement en �evidence les relations entre les

tests d'enveloppement et les tests classiques par l'utilisation judicieuse de

l'expression (1.11) d�e�nissant l'enveloppement via une fonction B (voir sec-

tion 1.3.1). A�n de g�en�eraliser et d'�etendre la notion d'enveloppement, Mizon

et Richard [66] proposaient, en e�et, de s'int�eresser �a e
 = B(Yn; b
) et nous don-
nent, dans le th�eor�eme suivant, la distribution asymptotique de la statistiquee� = e
 � EM1

[e
].
Th�eor�eme 2.3 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 2.1, et sous les hypoth�eses de

r�egularit�e de B et de K = p limM1

�
@B(Yn;
)

@
0
�
�enonc�ees par Mizon et Richard

[66](voir annexe), on a :

p
n e� =

p
n (e
 � EM1

[e
]) M1
; N

�
0; V�(

e�)� (2.3)

o�u : V�(
e�) = KV�(

b�)K0
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Corollaire 2.4 : Le test de Wald associ�e �a e� est donn�e par :

�01 = n e�0V�( e�)+ e� (2.4)

o�u : r et V�(
e�)+ d�esignent le rang et une inverse g�en�eralis�ee de V�(

e�).
La statistique �01 a alors une distribution limite de �2(r) sous M1.

Le test du Score peut �egalement être retrouv�e par la même proc�edure que

section (2.1), et Mizon et Richard [66], montrent que ce test est asymptotique-

ment �equivalent au test de Wald sous la condition que
p
n�� soit asympto-

tiquement n�egligeable (op(1)), avec :

�� = B(Yn;�(�))� EM1
[B (Yn;�(�))]� ��

�
� � b��

et

�� = limn!1 1
n
E�

�
B(Yn;�(�)) � @L1@�

�
La classe de tests d�e�nis par (2.3) et (2.4) permet de retrouver un bon

nombre de tests classiques en �econom�etrie , l'exemple le plus c�el�ebre est celui

du test de Cox obtenu par un choix judicieux de la fonction B.

En e�et, si l'on choisit B(Yn; b
) = 1
n

�
L1(b
)� L2(

b�)� o�u L1(b
) et L2(
b�)

d�esignent les log-vraisemblances des mod�eles M1 et M2 respectivement, on

obtient �01 comme �etant la statistique du rapport de vraisemblance g�en�eralis�e

de Cox.

Un autre exemple est le crit�ere d'information de Sawyer (83) cit�e par Mizon

[65] qui est retrouv�e en posant B(Yn; b
) = 1
n
Eb
 �L1(b
)� L2(

b�)� qui est un

estimateur du crit�ere d'information de Kulback et Leibler entre M1 et M2.

Ce test pr�esente l'avantage de n'être pas soumis �a la condition d'orthogonalit�e

du test de Cox. Mizon [65] propose de nombreux exemples de tests pouvant

être retrouv�es ainsi1.

2.2 Enveloppement et choix de r�egresseurs param�etriques

Le probl�eme du choix des r�egresseurs constitue l'un des probl�emes ma-

jeurs de l'�econom�etrie depuis de longues ann�ees. De nombreuses proc�edures

de s�election ont �et�e propos�ees dans le cadre classique (voir Pesaran [70]),

dans le cadre bay�esien, (voir Zellner [93]) que les mod�eles soient sp�eci��es

param�etriquement ou non-param�etriquement (voir la synth�ese de Lavergne

[58]).

1Parmi ceux-ci, on trouve le test pour d�eceler la pr�esence de facteurs communs dans les

processus autor�egressifs (COMFAC) de Sargan (64), ainsi que le test directionnel de Epps

et ali.(82)
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2.2.1 Mod�ele de r�egression

Soit (X; Y ) un vecteur al�eatoire d�e�ni sur l'espace mesur�e (<p � <;B<p+1; �),
nous supposerons que ce couple admet la densit�e2 '(x; y) par rapport �a la

mesure de Lebesgue �.

La r�egression de Y sur X s'�ecrit alors math�ematiquement :

f(x) = E [Y j X = x] =

R
y'(x; y)�(dy)R
'(x; y)�(dy)

=

R
y'(x; y)�(dy)

'(x)

en tout point o�u '(x) est non nulle.

On trouve souvent le mod�ele de r�egression sous la forme :

Y = f(X) + U (2.5)

o�u E [U j X] = 0, �-presque sûrement.

Il est important de lire cette expression dans le bon sens. Ici l'�equation

(2.5) se lit de \la gauche vers la droite" puisque la partie gauche d�etermine le

r�esidu U intervenant dans la partie droite, U est donc d�e�ni par :

U = Y � f(x) (2.6)

Remarque :

Hendry [53] nous rappelle que l'on trouve souvent formul�es identiquement

deux concepts totalement di��erents sous une �equation du type :

yi = f(xi) + �i

Si l'on a a�aire �a une \exp�erience contrôl�ee", yi est le r�esultat de la i�eme

exp�erience, xi est la variable d'entr�ee, f est la fonction liant les deux et �i est

une perturbation qui varie entre les exp�eriences. Cette �equation se lit de \la

droite vers la gauche" puisque pour le même input xi, on retrouvera (modulo la

perturbation) le même output yi. C'est ainsi notamment que doit se concevoir

l'id�ee d'un \vrai" mod�ele, tel que le processus de g�en�eration des donn�ees P0.

En �econom�etrie par contre, les mod�eles sont des approximations de la

r�ealit�e ; yi est engendr�e par un processus inconnu que l'on cherche �a \mimer",

on le d�ecompose alors en une partie explicative f(xi) et une partie inexpliqu�ee

�i d�e�nie comme :

�i = yi � f(xi)

2Comme pr�ec�edemment nous noterons les densit�es marginales et conditionnelles par la

même fonction ', les arguments de cette fonction levant toute ambigu��t�e.
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Des changements dans la mod�elisation entrâ�nent donc des changements pour

�, l'�equation se lit ainsi de \la gauche vers la droite".

La r�egression lin�eaire est une approximation de la r�ealit�e pour laquelle on

impose une sp�eci�cation particuli�ere de f et de �, ce mod�ele est ainsi un mod�ele

approch�e du mod�ele de r�egression exact d�e�ni par (2.5). 2

La r�egression lin�eaire est donc pr�esent�ee comme une sp�eci�cation de la

fonction f contrainte �a être lin�eaire en X, la distribution des r�esidus peut

aussi être sp�eci��ee pour donner le \mod�ele lin�eaire normal ". En�n, si les

r�esidus sont de plus suppos�es ind�ependants et de même variance, on obtient le

\mod�ele lin�eaire standard".

Il arrive souvent que l'on veuille s�electionner des mod�eles de r�egression

en choisissant entre des ensembles de r�egresseurs d�e�nissant des mod�eles non

embô�t�es. Nous entendons par \non embô�t�es" des mod�eles tels qu'aucun

des deux mod�eles ne peut s'exprimer comme une particularisation ou une

g�en�eralisation de l'autre.

Cette question de la s�election de r�egresseurs a donn�e lieu �a de nombreux

travaux en �econom�etrie, voir entre autre Amemiya [2], Atkinson [4], Hausman

[52] ou Pesaran [70]. Le probl�eme du choix de r�egresseurs dans le cadre de la

r�egression lin�eaire normale a notamment �et�e longuement �etudi�e. Nous pouvons

introduire ce probl�eme de choix de mod�eles tel qu'il se pr�esente g�en�eralement

en �econom�etrie.

Soit Si = (Yi; Xi; Zi)i=1;:::;n, n r�ealisations ind�ependantes du vecteur al�eatoire

S de <�<p�<q. Essentiellement, X et Z repr�esentent les variables exog�enes

associ�ees aux mod�eles M1 et M2.

Le probl�eme s'�ecrit g�en�eralement sous la forme :

M1 : y = X� + u u � N (0; �2In)

M2 : y = Z
 + v v � N (0; � 2In)

(2.7)

o�u X et Z repr�esentent les matrices de r�egresseurs de dimensions (n � p)

et (n� q) respectivement, et o�u y est un vecteur d'observations de dimension

(n� 1) :

En fait, ce probl�eme peut se pr�esenter de di��erentes mani�eres et Mizon

[65] nous met en garde sur la mod�elisation qui en est faite. On peut, en e�et,

r�einterpr�eter le syst�eme (2.7) comme la donn�ee de deux mod�eles conditionnels,

l'un par rapport �a la variable X, l'autre par rapport �a Z.

M1 : y j X � N (X�; �2In)

M2 : y j Z � N (Z
; � 2In)

(2.8)
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Toutefois cette interpr�etation pr�esente l'inconv�enient de s�eparer compl�etement

les mod�eles M1 et M2, ces deux mod�eles reposant sur des distributions con-

ditionnelles compl�etement di��erentes. Cette formulation n'est donc pas satis-

faisante, d'autant que le mod�ele M1 \ne dit rien" sur la variable Z, les deux

mod�eles dans (2.8) pouvant �egalement être simultan�ement accept�es si y,X et

Z ont une distribution jointe normale multivari�ee, par exemple.

Une approche permettant d'introduire une distribution commune et donc

des hypoth�eses susceptibles d'être test�ees est :

M1 : y j X;Z � N (X�; �2In)

M2 : y j Z;X � N (Z
; � 2In)

(2.9)

La formulation (2.9) indique que nous avons deux mod�eles conditionnels

aux mêmes variables (X;Z), et donc relatives �a la même distribution, et pr�ecise

que le mod�eleM1 exclut la variable Z de la mod�elisation, tandis queM2 exclut

la variableX, ce qui nous donne g�en�eralement des mod�eles non-embô�t�es. Nous

nous e�orcerons de garder cette formulation du probl�eme tout au long de ce

travail.

Dans l'�etude non-param�etrique �a venir le probl�eme sera formul�e de même

par :

M1 : E [y j X;Z] = E [y j X]

M2 : E [y j X;Z] = E [y j Z]
(2.10)

L'exclusion de Z du mod�ele de r�egressionM1 se fera alors sans imposer de

forme fonctionnelle pour la r�egression et sans sp�eci�er la loi de probabilit�e des

variables �etudi�ees (voir section 4.2).

2.2.2 Tests param�etriques classiques

Test de Cox :

L'un des tests les plus connus pour tester du choix entre mod�eles de r�egression

lin�eaires non-embô�t�es est dû �a Cox [21] et [22], que l'on trouve explicit�e par

Pesaran [70]. La proc�edure de test repose sur la di��erence bL12 entre les log-

vraisemblances empiriques bL1 et
bL2 des mod�elesM1 etM2. On examine alors

la di��erence entre bL12 et sa pseudo-vraie valeur dans l'optique de M1. Cox

obtient ainsi la statistique :

Tf =
1

n
� bL12 � E1

�
1

n
� bL12

�
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o�u E1 d�esigne l'esp�erance relative au mod�ele M1.

On montre alors que
p
n � Tf a une distribution normale centr�ee sous M1.

Une proc�edure de test peut alors être men�ee en estimant la variance de Tf .

Un des reproches fait �a ce test est que si l'on conduit un second test sous

l'hypoth�ese queM2 est vrai, les deux tests peuvent mener �a des contradictions,

rejetant ou acceptant simultan�ement les deux hypoth�eses concurrentes. De

plus ce test ne s'applique pas si le mod�ele M1 est embô�t�e dans M2, ni si les

espaces engendr�es par des r�egresseurs X et Z sont orthogonaux (voir Pesaran).

Embô�tement arti�ciel :

De nombreux auteurs ont �egalement propos�e d'utiliser un mod�ele embô�tant

les deux mod�eles concurrents, ainsi Atkinson [4] propose de combiner les deux

mod�eles en un mod�ele g�en�eral constitu�e d'une moyenne g�eom�etrique des den-

sit�es intervenantes dans chacun des mod�eles. Une autre possibilit�e sugg�er�ee

�egalement par Atkinson consiste �a r�ealiser une mixture des deux mod�eles. De

cette id�ee provient le classique sur-mod�ele de r�egression Mc :

Mc : y = X� + Z
 + U

On peut alors tester l'hypoth�ese � = 0 (qui correspond �aM2), puis 
 = 0 (qui

correspond �a M1). Cependant, comme pr�ec�edemment, les conclusions de ces

tests peuvent être contradictoires. Une autre critique est qu'il n'existe pas un

seul et unique sur-mod�eleMc, d'autres probl�emes dûs �a la colin�earit�e entre X

et Z peuvent �egalement a�ecter ces tests.

Davidson et Mac Kinnon [23] proposent en 1981 un test bas�e sur le mod�ele

embô�tant suivant :

Mc : y = (1� �)X� + �Z
 + U

L'id�ee est alors de tester la validit�e de l'un ou l'autre des mod�eles via �. Le

probl�eme est que le mod�eleMc n'est pas directement estimable, les param�etres

�,
 et � n'�etant pas s�epar�ement identi�ables. Une solution propos�ee est de

remplacer Mc par un mod�ele M0
c o�u les param�etres d'un mod�ele (M2 par

exemple) sont remplac�es par un estimateur (b
 consistant pour M2) :

M0
c : y = (1� �)X� + �Zb
 + U (2.11)

On teste ensuite la validit�e de l'autre mod�ele (M1) en testant �.

Sur notre exemple, on teste M1 contre M2 en testant � = 0. Si la nullit�e

de � est accept�ee alors on validera le mod�ele M1. Un point important, relev�e

par Gourieroux et Monfort [38], est que la nouvelle variable Zb
 d�epend de

(Yi)i=1;::;n par l'interm�ediaire de b
 et devrait être consid�er�ee comme endog�ene.

Cet obstacle est ignor�e par Davidson et Mac Kinnon qui �etudient directement
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la t-statistique de �, calcul�ee \comme si" Zb
 �etait une variable exog�ene tra-

ditionnelle .

Dans un cadre non lin�eaire, deux tests reposent �egalement sur le même

principe, le J-test qui utilise la t-statistique pour � = 0 dans l'estimation

Jointe de � et � dans (2.11), et le P-test, qui permet l'utilisation des moindres

carr�es lin�eaires dans la même situation (voir l'ouvrage de Davidson et Mac

Kinnon [24]).

2.2.3 Tests d'enveloppement

Dans le cadre de mod�eles de r�egression lin�eaires standards, Sawa [77], nous

donne l'expression des pseudo-vraies valeurs du mod�ele M2, pour cela nous

noterons � = (�; �2)0 les param�etres de M1, � = (
; � 2)0 ceux de M2, X et

Z les matrices de r�egresseurs de dimensions (n� p) et (n� q) respectivement,

et o�u y est un vecteur d'observations de dimension (n� 1). Pour la clart�e

de la pr�esentation nous supposerons que M1 et M2 sont \strictement non

embô�t�es", c'est-�a-dire que la matrice (X Z) est de rang (plein) p + q, la

g�en�eralisation au cas o�u M1 et M2 sont imbriqu�es ne pose pas de probl�eme

majeur et est discut�e dans Mizon et Richard [66].

L'estimateur du maximum de vraisemblance de � = (�; �2)0 est b� = ( b�; b�2)0
d�e�ni par :

b� = (X 0X)
�1
X 0y

b�2 = 1
n
� y0MXy

(2.12)

de même pour M2, l'estimateur de � = (
; � 2)0 est b� = (b
; b� 2)0 :
b
 = (Z 0Z)�1 Z 0y

b� 2 = 1
n
� y0MZy

(2.13)

Les matrices MX et MZ sont les matrices de projection sur les espaces

orthogonaux aux espaces engendr�es par X et Z respectivement. On d�e�nit

�egalement ici les matrices de projection orthogonales PX et PZ . Soit :

MX = I �X (X 0X)
�1
X 0 et PX = X (X 0X)

�1
X 0

MZ = I � Z (Z 0Z)�1 Z 0 PZ = Z (Z 0Z)�1 Z 0
(2.14)

Pseudo-vraies valeurs

A�n d'obtenir les pseudo-vraies valeurs de b� sousM1, nous devons calculer les

�el�ements �(�) et T 2(�) minimisant le KLIC entre M1 et M2.
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Sawa [77] nous donne �(�) = (�(�); T 2(�))
0
, la pseudo-vraie valeur deb� = (b
; b� 2)0 sous M1 :

�(�) = (Z 0Z)�1 Z 0X�

T 2(�) = 1
n
� ((n� q)�2 + � 0X 0MZX�)

Preuve :

Par d�e�nition la pseudo-vraie valeur est l'�el�ement �(�) :

�(�) = Argmin
��

E�

"
log

 
L1(�)

L2(�)

!#
(2.15)

o�u E� est l'esp�erance prise sous M1.

Sawa propose de s�eparer ce calcul �a partir de l'expression de la log-vraisemblance

de M2 :

logL2(�) = �n
2
log(2�)� n

2
log(� 2)� 1

2� 2
ky � Z
k2

Si l'on di��erencie cette derni�ere expression par rapport �a 
 d'une part et

� 2 d'autre part, on a :

@ logL2(�)

@

= 1

�2
Z 0 (y � Z
)

@ logL2(�)

@�2
= � n

2�2
+ 1

2�4
ky � Z
k2

La solution du probl�eme de minimisation (2.15) est alors obtenue comme

�(�) solution de : 8>><>>:
E�

h
@ logL2(�)

@


i
= 0

E�

h
@ logL2(�)

@�2

i
= 0

Or :
E�

h
@ logL2(�)

@


i
= 1

�2
Z 0 (X� � Z
)

E�

h
@ logL2(�)

@�2

i
= � n

2�2
+ 1

2�4
E�

h
ky � Z
k2

i (2.16)

On peut d�ecomposer cette derni�ere �equation de fa�con �a faire apparâ�tre la

variance de M1 :

E�

h
@ logL2(�)

@�2

i
= � n

2�2
+ 1

2�4
E�

h
ky � Z
k2

i
= � n

2�2
+ 1

2�4
E�

h
ky �X�k2 + kX� � Z
k2

i
= � n

2�2
+ 1

2�4

h
(n� q)�2 + kX� � Z
k2

i
(2.17)
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On obtient �(�) et T 2(�) en d�eterminant les �el�ements 
 et � 2 r�ealisant

l'�egalit�e �a z�ero des expressions (2.16) et (2.17) respectivement. 2

Remarque :

Une interpr�etation g�eom�etrique de ce r�esultat est que Z � �(�) est la pro-

jection de l'esp�erance (X�) de y sous M1 sur l'espace engendr�e par Z. En

e�et,

Z � �(�) = Z (Z 0Z)�1 Z 0 �X� = PZ �X�
tandis que nT 2(�) est la somme des variances des yi �a laquelle s'ajoute la

norme euclidienne de la distance entre les esp�erance de y sous M1 (X�) et

celle sous M2 (Z
).

Il est ais�e de montrer que :

Lemme 1 : Le comportement asymptotique des estimateurs du maximum de

vraisemblance sous M1 est :

i) E�(b
) = �(�)

ii) Limn!1 E�(b� 2 � T 2(�)) = 0

Ce lemme dû �a Sawa [77], nous permet de v�eri�er que l'esp�erance de

l'estimateur du maximum de vraisemblance sous une mauvaise sp�eci�cation,

donne la pseudo-vraie valeur. Celle-ci minimise la distance, au sens de Kullback-

Leibler, entre le mod�ele de r�ef�erence, M1, et le mod�ele par rapport auquel est

calcul�e cet estimateur, M2.

Statistique de test

La statistique � = ���(�) d�e�nissant la di��erence d'enveloppement s'�ecrit
alors comme le vecteur :

� =

0B@ 
 � �(�)

� 2 � T 2(�)

1CA =

0B@ (Z 0Z)�1 Zy � (Z 0Z)�1 Z 0X�

1
n
y0MZy � 1

n
((n� q)�2 + � 0X 0MZX�)

1CA
Cette pseudo-vraie valeur est estim�ee par b� :

b� =

0B@ b
 � b�(�)
b� 2 � bT 2(�)

1CA =

0BB@
(Z 0Z)�1 Z 0 y � (Z 0Z)�1 Z 0X b�
1
n
� y0MZy � 1

n

�
(n� q)b�2 + b� 0X 0MZX

b��
1CCA

soit encore :
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b� =

0BB@
(Z 0Z)�1 Z 0(y �X b�)
1
n
� y0 [MZ � (n� q)MX ] y � 1

n

h b� 0X 0MZX
b�i
1CCA

L'utilisation des formules (2.12) et (2.13) permet de simpli�er l'�ecriture de

cette di��erence, o�u l'on remarque que :

� X b� est la projection de y sur l'espace engendr�e par X et donc X b� = PXy

� de fait, y �X b� =MXy, et on a :

b� =

0BB@
(Z 0Z)�1 Z 0MXy

1
n
y0
�
MZ � (n� q)

0
MX � PXMZPX

�
y

1CCA (2.18)

La premi�ere coordonn�ee de b� s'exprime donc comme �etant une expression

lin�eaire en y, la deuxi�eme est une forme quadratique en y.

La variance asymptotique V�(
b�) de la statistique pn � b� est :

V�(
b�) =

0B@ n�2 (Z 0Z)�1 Z 0MXZ (Z 0Z)�1 �2�2 (Z 0Z)�1 Z 0PXMZX�

�2�2� 0X 0MZPXZ (Z 0Z)�1 4�2

n
� � 0X 0MZMXMZX�

1CA
(2.19)

On peut �egalement l'�ecrire sous la forme :

V�(
b�) = n�2 �Q (Z 0Z)�1 Z 0MXZ (Z 0Z)�1Q0

o�u Q0 =
�
Iq � 2

n
Z 0X�

�
:

Une preuve de ce r�esultat dû �a Mizon et Richard est rappel�ee en annexe.

Ces premiers r�esultats nous permettent d'obtenir di��erents tests d'enveloppement

suivant le param�etre d'int�erêt.

Tests de Wald

Trois tests d'enveloppement de Wald sont propos�es ici selon que l'on s'int�eresse

au param�etre \complet" � = (
; � 2)0 ou selon que l'on envisage l'enveloppement
sur la premi�ere (ou deuxi�eme) coordonn�ee pour ne retenir qu'un test d'enveloppement

sur b
 (ou b� 2).



2.2. ENVELOPPEMENT ET CHOIX DE R�EGRESSEURS PARAM�ETRIQUES55

� Le test d'enveloppement complet est d�e�ni par :

�(b�) = n � b�0 � Vb�( b�)+ � b�
o�u : Vb�( b�) est un estimateur de V�( b�) obtenu en estimant les param�etres
de �,

et Vb�( b�)+ d�esigne un inverse g�en�eralis�e de cette matrice.

Cette statistique est asymptotiquement distribu�ee sousM1, suivant une

loi �2 �a q degr�es de libert�e3.

� Deux statistiques \marginales" peuvent être extraites de ces expressions,

�(b
) est ainsi bas�e sur le coe�cient de r�egression b
 tandis que �(b� 2) porte
sur l'estimateur de la variance b� 2. On obtient ainsi :

�(b
) = �b
 � b�( b�)�0 Vb�(b
)+ �b
 � b�( b�)�
o�u : Vb�(b
) = nb�2 (Z 0Z)�1 Z 0M 0

XZ (Z 0Z)�1.

Ce qui nous donne :

�(b
) = 1b�2 � y0MXZ (Z 0MXZ)
�1
Z 0MXy

Sous M1, cette statistique est, elle aussi, asymptotiquement distribu�ee

suivant une loi �2 �a q degr�es de libert�e4.

� La troisi�eme statistique d'int�erêt, porte sur la di��erence des variances

estim�ees de M2

�(b� 2) = �b� 2 � bT 2(b�)�0 Vb�(b� 2)+ �b� 2 � bT 2(b�)�
o�u : Vb�(b� 2) = 4�2

n
� � 0X 0MZMXMZX�.

Cette statistique est asymptotiquement distribu�ee sousM1, suivant une

loi �2(1) .

Il est int�eressant de noter que ces statistiques sont en relation entre elles

et avec des statistiques classiques.

3Le nombre de degr�es de libert�e est en fait le rang de V�(b�), qui correspond au nombre

de variables propres au mod�ele M2, en supposant les mod�eles strictement non embô�t�es, le

nombre de degr�es de libert�e est donc q.
4Le rang de V�(b
) est le même que le rang de V�(b�), c'est le rang de la matrice

(Z 0
Z)

�1
Z

0
MXZ (Z 0

Z)
�1

.



56 CHAPTER 2. TESTS D'ENVELOPPEMENT

- La F-statistique relative �a l'hypoth�ese 
�= 0 dans la r�egression embô�tante

Mc :

Mc : y = X� + Z
� + U

donne :

Fc =
n� p� q

nq
� b
0�Z 0MXZb
�b� 2�

o�u : b
0� = (Z 0MXZ)
�1
Z 0MX y et nb� 2� = y0MXy � b
0�Z 0MXZb
�

un rapide calcul nous permet d'exprimer cette statistique comme �etant :

qFc =
n� p� q

n
� �(b�) �1� 1

n
�(b�)��1

les statistiques �(b�) et qFc sont par cons�equent asymptotiquement �equivalentes
sous M1.

- Mizon et Richard [66] montrent que la statistique de test �(b
) est �equivalente
asymptotiquement �a la statistique \compl�ete" �(b�).
En e�et on a l'�equivalence asymptotique sous M1

�
M1�

�
:

p
n �
�b� 2 � bT 2(b�)� M1� �2� 0

 
X 0Z
n

!p
n �
�b
 � b�( b�)�

En outre, la même �equivalence entre statistique compl�ete et statistique

sur b
 se retrouve lorsque l'on examine l'enveloppement de Mc par M1.

- Hendry et Richard [54] montrent �egalement que la statistique compl�ete

relative �a l'enveloppement deMc parM1 est �equivalente asymptotique-

ment �a la statistique compl�ete d'enveloppement de M2 par M1.

Ce dernier point permet notamment de r�econcilier les approches embô�t�ees

et non-embô�t�ees, qui sont ainsi �equivalentes dans cette approche.

Remarque :

Les statistiques �(b
) et �(b� 2) peuvent être retrouv�ees par l'utilisation de la
notion d'enveloppement via une fonction B d�e�nie section 2.1.3. Si l'on utilise

les fonctions B1 et B2 d�e�nies ci - dessous :

B1 : <q � <+ �! <q b
b� 2
!

�! b

et

B1 : <q � <+ �! <+ b
b� 2
!

�! b� 2
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nous retrouvons les statistiques de tests �(b
) et �(b� 2) �a partir des formules

g�en�erales 2.3 et 2.4 donn�ees dans la section 2.1.3.

2.3 Conclusion

Les tests d'enveloppement pr�esent�es dans ce chapitre reposent sur la d�e�nition

de l'enveloppement approch�e et se fondent sur l'�etude du d�efaut d'enveloppement,

constitu�e de la di��erence entre un estimateur des param�etres du mod�eleM2 et

un estimateur de la pseudo-vraie valeur sousM1. Cette di��erence est examin�ee

de mani�ere globale ou partielle selon que l'on int�egre l'ensemble des param�etres

des mod�eles, ou une partie seulement. Une classe de tests de Wald examinant

le d�efaut d'enveloppement par l'interm�ediaire d'une fonction d�eterministe ou

non, est d�evelopp�ee et permet une g�en�eralisation des tests existants. Cette

approche regroupe sous une même pr�esentation une vaste collection de tests

d'hypoth�eses embô�t�ees et non-embô�t�ees, et permet de retrouver les tests clas-

siques comme des cas particuliers.

Ces tests doivent cependant être consid�er�es comme des test visant �a com-

parer les forces et faiblesses des mod�eles en pr�esence et non comme des proc�edures

de validation ou de s�election. Notre approche est ainsi directionnelle con-

sid�erant le mod�ele M1 comme mod�ele d'int�erêt que l'on cherche �a valider par

ses capacit�e �a incorporer les r�esultats de mod�eles secondaires qui ne sont que

les instruments de cette validation.

Nous pr�esenterons chapitre 4 di��erents tests permettant d'examiner la val-

idation d'un mod�ele de r�egression par l'enveloppement d'un autre mod�ele de

r�egression dans un contexte non-param�etrique. Il nous faut auparavant d�e�nir

les estimateurs non-param�etriques qui interviendront dans la d�e�nition de ces

mod�eles.
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2.4 Annexe au chapitre 2

Autre possibilit�e d'�enoncer le th�eor�eme 2.3 :

Les d�eriv�ees premi�eres et secondes de B(Yn; 
) jouant un grand rôle dans

cette distribution, nous devons auparavant introduire quelques notations sim-

pli�ant l'�ecriture (voir Mizon [65]) :

� B(�; 
) = p limM1
B1(Yn; 
) o�u B

1(Yn; 
) =
�
@B(Yn;
)

@
0
�

� �� = B(Yn;�(�))� EM1
[B (Yn;�(�))]� ��

�
� � b��

avec : �� = limn!1 1
n
E�

�
B(Yn;�(�)) � @L1@�

�
Th�eor�eme 2.5 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 2.1, et sous les hypoth�eses

de r�egularit�e suivantes :

� La fonction B (Yn; 
) est de classe C1 par rapport �a 
 sur un voisinage

V de �(�)

� La matrice B est �nie dans le voisinage V et de rang r

� Les matrices p limM1

�
@B1(Yn;
)

@
i

�


sont �nies pour 
 2 V

On a,

p
n e� =

p
n (e
 � EM1

e
) = p
n�� +B(�;�(�)) � pn b�+ op(1)

2

Calcul de la variance V�(
b�) donn�e par la formule (2.19) :

La formule (2.18) nous donne une expression de b� comme �etant une expres-
sion lin�eaire en y pour la premi�ere composante, la deuxi�eme �etant une forme

quadratique en y. Soit encore :

b� =

0B@ b
 � b�(�)
b� 2 � bT 2(�)

1CA =

0B@ Ay

1
n
� y0By

1CA

o�u A = (Z 0Z)�1 Z 0MX et B =MZ � (n� q)
0
MX � PXMZPX .
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Sous M1, y � N (X�; �2In) et donc :

V ar
�b
 � b�(�)� = �2AA0 = �2 (Z 0Z)�1 Z 0MXZ (Z 0Z)�1

On a �egalement :

Cov
�b
 � b�(�); b� 2 � bT 2(�)

�
= 2�2

n
ABX�

on remarque que BX� =MXMZX�, ce qui nous donne :

Cov
�b
 � b�(�); b� 2 � bT 2(�)

�
= 2�2

n
(Z 0Z)�1 Z 0MXMZX�

et,

V ar
�b� 2 � bT 2(�)

�
=

2�4

n2
Tr(B2) +

4�2

n2
� 0X 0MZMXMZX�

De cette derni�ere expression, seul le deuxi�eme terme apparâ�t dans l'expression

(2.19), le premier terme �etant n�egligeable devant ce terme ( la trace Tr(B2)

est en e�et un Op(
1
n2
) voir Mizon et Richard [66] ). 2

[a4,12pt]freport
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Chapter 3

Estimation non-param�etrique de

la r�egression

Ce chapitre se veut une introduction aux estimateurs non-param�etriques de

la r�egression. Nous pr�esenterons �egalement les principales propri�et�es que nous

utiliserons dans notre �etude non-param�etrique de l'enveloppement. Apr�es avoir

pr�esent�e succinctement di��erents estimateurs fonctionnels de la r�egression nous

d�etaillerons plus particuli�erement les propri�et�es relatives �a la m�ethode du

noyau. Nous nous pr�eoccuperons en�n du probl�eme de s�election de la fenêtre.

Ce chapitre ne pr�esente toutefois aucun apport statistique nouveau.

3.1 Introduction

\On dit qu'un probl�eme d'estimation est non-param�etrique lorsqu'il ne peut

pas se ramener au probl�eme de l'estimation d'un �el�ement d'un espace vectoriel

de dimension �nie"

Gerard Collomb (1976)

D'apr�es G. Collomb, l'estimation non-param�etrique se pr�esente comme une

\non-d�e�nition", rejetant l'estimation d'un param�etre sans que ne soit ex-

plicitement expos�e l'objet �a estimer.

Dans notre approche non-param�etrique l'objet d'int�erêt est une fonction

tout-�a-fait g�en�erale, appartenant �a un espace fonctionnel (ce qui n'exclut cepen-

dant pas tout param�etre de l'estimation).

Dans le cadre de ce travail, et a�n de clari�er notre propos, nous entendrons

par \non-param�etrique" l'estimation du mod�ele de r�egression :

Y = f(x) + u

61
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o�u E [u j X] = 0, p:s:

dans laquelle, ni la forme de la fonction de r�egression, ni la distribution des

r�esidus ne seront sp�eci��es.

Ceci est la double n�egation d'un mod�ele param�etrique o�u, par exemple, la

forme lin�eaire est impos�ee et o�u la distribution des r�esidus est sp�eci��ee.

Une classi�cation pr�ecise entre estimation param�etrique, non-param�etrique,

semi-param�etrique et semi-non-param�etrique nous a �et�e pr�esent�ee par M. Dele-

croix et est reproduite dans le travail de Pascal Lavergne [58]. Cette classi�-

cation se base sur l'objet d'int�erêt de l'estimation, et nous ne la d�etaillerons

pas davantage, laissant le lecteur int�eress�e se reporter �a ces r�ef�erences.

L'accent sera mis dans ce chapitre sur l'importance des choix arbitraires

intervenant dans l'estimation non-param�etrique, et en premier lieu, sur le

choix du param�etre d�eterminant le degr�e de \douceur" de l'estimateur non-

param�etrique. En e�et, \non-param�etrique" ne signi�e pas absence de param�etre,

bien au contraire et un param�etre de lissage interviendra de mani�ere cru-

ciale dans l'estimation. A travers les r�esultats asymptotiques et les exemples

d'estimateurs classiques propos�es, nous essayerons de relever l'aspect d'arbitrage

que revêt ce param�etre entre \douceur" et \variabilit�e" des estimateurs. La

s�election de ce param�etre dans le cadre de la m�ethode du noyau de convolu-

tion sera �etudi�ee a�n de mieux cerner l'impact de ce choix sur l'estimateur. Le

crit�ere de la validation crois�ee sera retenu pour la suite de notre travail et nous

tenterons de motiver ce choix en relevant le caract�ere objectif de ce crit�ere face

�a l'arbitraire des choix ad hoc.

Notre pr�esentation des estimateurs de la r�egression classiques s'inspire du

cours de M. Delecroix, et de la revue bibliographique de Collomb [19]. Nous

retrouvons ainsi la mod�elisation par �-suites dues �a Walter et Blum et port�ees

�a notre connaissance par B. Portier et P. Ango-Nz�e [71], que l'on trouve

�egalement dans Rao ([72] pp.135-143).

Le probl�eme de l'inexistence d'un estimateur sans biais de la r�egression

sur un �echantillon �ni montr�e par Collomb ([17] pp.12-15) sera contourn�e par

l'utilisation syst�ematique d'une optique asymptotique. Le biais sera toutefois

analys�e et des proc�edures pour \tuer" ce biais seront expos�ees. Il s'agira

principalement de contraintes sur le param�etre de lissage.

A�n d'assurer l'existence de f(x) = E [Y j X = x], nous supposerons que

E [jY j] < 1 . La fonction f n'�etant d�e�nie sur <p qu'�a une �equivalence

pr�es, nous supposerons �egalement qu'il en existe une version continue f . Par

convention, on posera f(x) = 0 si '(x) = 0.
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3.2 D�e�nition des estimateurs

L'estimation non-param�etrique de la r�egression repose sur l'id�ee intuitive

que l'estimateur bf (�) en un point x doit être \proche" de Yi si x est \proche" de
Xi. La même propri�et�e se r�ep�etant sur l'ensemble des observations, les estima-

teurs non-param�etriques de la r�egression s'�ecriront donc comme des moyennes

pond�er�ees des Yi, la pond�eration prenant en compte l'�eloignement de Xi au

point consid�er�e. Par souci de clart�e nous nous restreindrons momentan�ement

au cas particulier univari�e (p = 1).

La forme g�en�erale d'un estimateur non-param�etrique de la r�egression, tel

que nous venons de le pr�esenter, sera donc :

bf(x) = nX
i=1

Yi �Wm(Xi; x)

De mani�ere �a obtenir une pond�eration de somme totale unitaire, on posera :

Wm(Xi; x) =
wm(Xi; x)Pn

i=1 wm(Xi; x)

Suivant le type de pond�eration utilis�e, nous obtiendrons di��erents types

d'estimateurs, chacun d�ependant d'un param�etre dont le choix permet de

d�eterminer la \douceur" de l'estimateur :

� L'estimateur des k points les plus proches :

wk(Xi; x) = 1[les k Xj les plus proches de x] (Xi)

le param�etre intervenant dans cette d�e�nition est le nombre k de points

consid�er�es comme pertinents pour estimer f en x, les autres points ne

participant pas au calcul de bf(x):
� L'estimateur de la fenêtre mobile (ou r�egressogramme) est obtenu en

posant :

wh(Xi; x) = 1[x�h ; x+h](Xi)

Ici, le param�etre est la largeur 2h de la fenêtre1 dans laquelle sont

retenues les observations sur lesquelles porte la moyenne des Yi.

Ces deux estimateurs, s'ils permettent l'estimation de la r�egression en

tous points, ne sont pas continus et pr�esentent des sauts dûs �a la fonction

indicatrice intervenant dans leur d�e�nition.

1C'est �a cette technique que le param�etre de lissage doit le terme usuel de fenêtre.
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� L'estimateur du noyau de convolution

wh(Xi; x) = K

�
Xi � x

h

�

o�u K est une fonction continue prenant en compte l'ensemble des points

de l'�echantillon, dont la valeur diminue avec l'�eloignement entre x et Xi,

et o�u h est un r�eel positif permettant de relativiser l'�eloignement de x �a

Xi. Cet estimateur sera �etudi�e plus en d�etail section 3.3.

� L'estimateur du noyau de convolution r�ecursif

wh(Xi; x) = K

�
Xi � x

hi

�

est une variante de cet estimateur introduit par Devroye et Wagner (Voir

H�ardle [46]), pour lequel h est remplac�e par la suite (hi)i=1;:::;n , hi variant

avec le point Xi consid�er�e.

� L'estimateur des fonctions orthogonales

wM(Xi; x) =
MX
j=1

ej(Xi) � ej(x)

La suite de fonctions (ej(�))j2Z constitue une base orthogonale de l'espace

Hilbertien L2(<) suppos�e contenir la fonction de r�egression f . L'entier

M repr�esente le nombre d'�el�ements de la base intervenant dans cet esti-

mateur.

� L'estimateur �a ondelettes orthogonales

wp(Xi; x) =
X
j2Z

2p�(2pXi � j) � �(2px� j)

o�u �(�) 2 L2(<) est issue d'une analyse multir�esolution, qui est une

d�ecomposition de l'espace L2(<) en une suite croissante d'espaces vec-

toriels ferm�es Vj. On �etablit que pour tout entier relatif j, la suite de

fonctions
�
2
j

2� (2j � �k)
�
k2Z constitue une base orthonorm�ee de Vj. Le

param�etre p (ou plutôt 2p) d�etermine la \�nesse" de cette d�ecomposition.,

(voir Portier [71], ou Gasquet et Witomsky [34]).

D'autres estimateurs peuvent s'�ecrire sous cette forme avec une pond�eration

non unitaire et sont propos�es par Ullah et Vinod [85].
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� L'estimateur de Mack et M�uller [62]

Wh(Xi; x) =
1

nh

1b'(Xi)
�K

�
Xi � x

h

�

o�u b'(Xi) =
1
nh

Pn
j=1 K

�
Xi�Xj

h

�
est l'estimateur du noyau de la densit�e

' au point Xi.

Cet estimateur est l'estimateur du noyau pour lequel le d�enominateur

est b'(Xi) au lieu de b'(x). L'avantage de cet estimateur r�eside dans le

calcul de l'estimateur de la d�eriv�ee de f(x) puisque seul le num�erateur

est alors �a calculer.

� L'estimateur de Gasser et M�uller [35]

Wh(Xi; x) =
1

h

Z
Ai

K

�
u� x

h

�
du

o�u Ai = (Si�1; Si+1), et Si = (Xi+Xi+1)=2 est le milieu des points Xi et

Xi+1. Cet estimateur est d�evelopp�e dans le cadre des r�egresseurs �xes.

D'autres techniques d'estimation non-param�etrique existent n�eanmoins et

ne sont pas issues de la même logique. Certains estimateurs sont ainsi d�e�nis

non pas comme une somme pond�er�ee, mais comme minimisant un crit�ere sur

un ensemble de fonctions.

� On peut ainsi citer les \fonctions splines cubiques" d�etermin�ees comme

les fonctions deux fois di��erentiables minimisant :

S� =
nX
i=1

(Yi � f(Xi))
2
+ �

Z
(f 00(x))2 dx

sur un intervalle compact. La solution unique de cette minimisation estbf�. On montre que bf� est un polynôme cubique entre deux observations

successives, voir Eubank [30].

Le param�etre � sert en fait d'arbitrage entre la \�d�elit�e aux donn�ees",�P
i (Yi � f(Xi))

2
�
et la \douceur de la courbe",

�R
(f 00(x))2 dx

�
.

Silverman [?], remarque toutefois que l'on peut encore approximer bf� par
une somme pond�er�ee de Yi avec la pond�eration suivante :

W�(x;Xi) =
1

'(x)

1

h�(x)
�K

 
x�Xi

h�(x)

!

o h�(x) est une fenêtre locale d�ependant de � et de la densit�e ' des

Xi

K est une fonction telle que limjuj!1K(u) �! 0
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� Une autre classe d'estimateurs d�e�nis dans la même logique de min-

imisation est celle des M -estimateurs �a noyau solutions d'un probl�eme

d'optimisation du type :

cfn(x) = Argmin
f

nX
i=1

1

h
�K

 
S(Wi; �i)� x

h

!
�  (Wi; �n; x; f) (3.1)

o�u S et  sont des fonctions connues d�e�nissant la variable condition-

nante S(Wi; �i) et la fonction d'objectif param�etrique respectivement.

Les (Wi)i=1;:::;n sont les observations et �i tend vers une limite �1 lorsque

n tend vers l'in�ni. Cette formulation g�en�erale permet �egalement de

retrouver certains des estimateurs que nous venons de citer dans une

optique de type \condition de moment"2. (voir Gourieroux, Montfort et

Tenreiro[41], ou H�ardle[46]).

Remarque :

� Quelle que soit la m�ethode d'estimation propos�ee, le probl�eme de \douceur

de l'estimateur" �evoqu�e ci-dessus, se posera par l'interm�ediaire du param�etre

de lissage. Son choix permettra d'arbitrer entre \variabilit�e" et \lissage"

ou, d'une mani�ere plus formelle, entre \variance" et \biais" comme nous

le verrons section 3.5.

� Pour chacune des m�ethodes envisag�ees ci-dessus, ce param�etre est, en

r�ealit�e, d�ependant de la taille de l'�echantillon, voire de l'�echantillon lui-

même si l'on souhaite le s�electionner convenablement. Les estimateurs

propos�es ci-dessus seront donc retrouv�es dans la litt�erature munis d'une

suite de param�etres, h(n);M(n); etc : : :. Les propri�et�es de convergence

de ces estimateurs seront conditionn�ees par des hypoth�eses sur la vitesse

de convergence (ou de divergence) de ces suites.

3.3 Estimateur du noyau de convolution

D�e�nition 3.1 (Noyau de Parzen-Rosenblatt) :

Un noyau K est une application de <p dans <, born�ee, int�egrable pour

la mesure de Lebesgue, d'int�egrale unitaire. Un noyau de Parzen-Rosenblatt

v�eri�e de plus :

lim
kxk!1

kxkpK(x) = 0

o�u k�k d�esigne la norme de <p.

2L'estimateur �a noyau de la r�egression est ainsi solution de (3.1) lorsque :

 (Wi; �n; x; f) = (Yi � f(x))
2



3.3. ESTIMATEUR DU NOYAU DE CONVOLUTION 67

Un exemple de noyau de Parzen-Rosenblatt est la densit�e normale standard

qui v�eri�e cette condition. Nous utiliserons ces noyaux dans la suite de ce

travail.

On d�e�nit �egalement des classes de noyaux correspondants �a des propri�et�es

de r�egularit�e particuli�eres.

D�e�nition 3.2 (Noyau d'ordre m ) :

Le noyau K appartient �a la classe Km( <p) des noyaux d'ordre m si :

Z
<p

pY
i=1

xaii K(x1; x2; : : : ; xp)dx1 � � �dxp =
8><>:

1 si ai = 0 ; 8 i = 1; : : : ; p

0 si 0 <
Pp

i=1 ai < m

et
R
<p jxijm jK(x1; x2; : : : ; xp)j dx1 � � �dxp <1 ; 8x 2 <p

Cette propri�et�e est standard en statistique non-param�etrique et est couram-

ment utilis�ee comme hypoth�ese de r�egularit�e pour les noyaux dans les th�eor�emes

de convergence asymptotique.

Il est �a noter que pour m � 3, les noyaux de Km( <p) ne sont plus des

densit�es, et pourront prendre des valeurs n�egatives sur certains intervalles.

D�e�nition 3.3 (Estimateur du noyau de la r�egression) :

Soit (Xi; Yi)i=1;���;n n observations d'un couple (X; Y ) de variables al�eatoires

d�e�nies sur l'espace r�eel mesur�e (<p � <;B<p+1; �). L'estimateur du noyau de

convolution de la r�egression f(x) = E [Y j X = x] associ�e au noyau K et �a la

fenêtre hn, un nombre r�eel d�ependant de n, est d�e�ni par :

cfn(x) = 1
nh

p
n

Pn
i=1 YiK

�
Xi�x
hn

�
1

nhpn

Pn
i=1 K

�
Xi�x
hn

� 8x 2 <p (3.2)

avec la convention cfn(x) = 0 si le d�enominateur 1
nhpn

Pn
i=1 K

�
Xi�x
h

�
= 0.

Cette formulation ayant �et�e introduite simultan�ement par Nadaraya [67]

et Watson [89] en 1964, cet estimateur est �egalement appel�e estimateur de

Nadaraya -Watson.

Le d�enominateur de l'expression (3.2) est un estimateur de la densit�e marginale

'(x), tandis que le num�erateur constitue un estimateur de �(x) =
R
y'(x; y)dy.

Nous pouvons donc �ecrire cfn(x) sous la forme :
cfn(x) = c�n(x)c'n(x)
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Si, en particulier, K est une densit�e de probabilit�e alors l'estimateur c'n(x)
de '(x) est donn�e par la densit�e de la somme de deux variables al�eatoires :

- l'une suivant la densit�e empirique des Xi, �n =
1
n

P
i �Xi

- l'autre suivant la distribution de densit�e Kn (�) = 1
h
p
n
K
�
�
hn

�
La convolution ainsi r�ealis�ee suit une distribution de densit�e :

c'n(x) = (Kn � �n) (x) =
1

nh
p
n

nX
i=1

K

�
Xi � x

hn

�

d'o�u l'estimateur tire son nom \d'estimateur du noyau de convolution".

3.4 Propri�et�es

Le premier r�esultat de convergence est dû �a Bochner [11], dont le lemme est �a

la base des principaux th�eor�emes de convergence. Nous tirons son �enonc�e de

l'ouvrage de Bosq et Lecoutre [12] (p. 61).

Lemme 2 (de Bochner) :

i) Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt et g une fonction de L1.

Alors, en tout point x, o�u g est continue :

lim
hn!0

(Kn � g) (x) = g(x)

ii) Soit K un noyau quelconque et g une fonction de L1 uniform�ement

continue, alors

lim
hn!0

sup
x
j (Kn � g) (x)� g(x)j = 0

L'interpr�etation de ce lemme est que lorsque la fenêtre h est \petite", la

convolution d'une fonction de L1 avec Kn perturbe peu cette fonction.

3.4.1 Propri�et�es de convergence ponctuelle de l'estimateurcf
n
:

Quelques hypoth�eses standard permettant l'application du lemme de Bochner

sont pr�esent�ees ici.
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Hypoth�ese 3.1 :

Les observations (Xi; Yi)i=1;���;n sont des observations ind�ependantes du cou-

ple de variables al�eatoires (X; Y ) de <p � <.

Hypoth�ese 3.2 :

Le noyau K(�) est de Parzen-Rosenblatt

Hypoth�ese 3.3 :

La fenêtre hn v�eri�e limn!1 hn = 0 et limn!1 nhpn =1

Cette derni�ere hypoth�ese sur les fenêtres est la traduction d'un arbitrage

entre variabilit�e et douceur de l'estimateur d�ej�a �evoqu�e.

En imaginant visuellement deux cas limites nous voyons que :

- si hn !1 alors K
�
Xi�x
hn

�
! k = K(0) ,8x et cfn(x)! k � 1

n

P
i Yi = k �Y

L'estimateur d�eg�en�ere en une fonction d'une douceur extrême puisque

constante, mais sans estimer r�eellement f(x).

- si hn ! 0 sans restriction, K
�
Xi�x
hn

�
!
(
1 si x = Xi

0 Sinon

L'estimateur devient alors extrêmement sensible �a l'�eloignement de x

�a Xi et tend vers une fonction discontinue passant par tous les points

(Xi; Yi).

L'hypoth�ese 3.3 nous impose un juste milieu, n�ecessaire �a la convergence

de l'estimateur cfn. Dans la suite de ce travail nous supposerons ces hypoth�eses
v�eri��ees, et nous ne mentionnerons que les hypoth�eses suppl�ementaires.

Nous rappelons, tout d'abord un r�esultat concernant la convergence des

estimateurs c'n(x) et c�n(x)

Th�eor�eme 3.1 (Convergence en moyenne quadratique de c'n(x)) :
Supposons E [Y 2] <1 et posons v(�) = V ar [Y j X = �],
Si

� ' (�) est continue au point x

Alors c'n(x) converge en moyenne quadratique vers '(x).

Si de plus :

� f (�) et v (�) sont continues au point x
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Alors c�n(x) converge en moyenne quadratique vers �(x).

La d�emonstration de ce th�eor�eme d�ecoule de la d�e�nition de l'erreur quadra-

tique de c'n(x) et du lemme de Bochner (voir Bosq et Lecoutre [12]). Cette

erreur a �et�e �etudi�ee notamment par Collomb [17], voir �egalement Lavergne [58]

pour l'�etude des moments conditionnels E [Y a j X] lorsque a 2 N.

Ce th�eor�eme permet de v�eri�er que l'estimateur cfn(x) est un estimateur

convergent de l'esp�erance conditionnelle E [Y j X = x], comme l'indique le

corollaire suivant.

Corollaire 3.2 (convergence simple en probabilit�e) :

Sous les hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent et :

Si '(x) 6= 0, alors : cfn(x) p�! f(x):

3.4.2 Propri�et�es de convergence uniforme de cf
n

La formulation du th�eor�eme de convergence uniforme que nous reproduisons

ici est tir�ee de l'ouvrage de Gy�or�, H�ardle, Sarda et Vieu ([44] pp. 24-30),

choisie pour la simplicit�e des hypoth�eses. Cette formulation nous donne ex-

plicitement la vitesse de convergence, qui nous sera utile dans le chapitre 4.

Th�eor�eme 3.3 (Convergence uniforme de cfn) :
Soit G un compact de <pet bG un voisinage de ce compact (G � bG),
Supposons E [Y 2] < 1 et posons �2(�) = V ar [Y j X = �], sous les hy-

poth�eses suivantes :

� La densit�e '(x) > 0 , 8x 2 G
� 8x 2 bG, �2(x) <1
� '(�) et f (�) sont d-fois continûment di��erentiables, et ont des d�eriv�ees

born�ees,

� le noyau K est de Parzen-Rosenblatt d'ordre d

et si la fenêtre h est telle que Vn

Vn = hd +

s
log(n)

n � hp
v�eri�e Vn

n!1�! 0, alors

sup
x2G

���cfn(x)� f(x)
��� = Op (Vn)
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La preuve de ce r�esultat est donn�e par Gy�or� et alii dans le cadre de

processus '-m�elangeant et n'est pas reproduite ici, nous en proposons toute-

fois un squelette, qui nous permettra d'obtenir un r�esultat sur la convergence

uniforme de c'n(x).
Squelette de la d�emonstration :

L'estimateur de la r�egression s'�ecrit :

cfn(x) = c�n(x)c'n(x)
nous pouvons d�ecomposer cfn(x)�f(x) sous la forme d'une somme de quatre

termes :

cfn(x)� f(x) = (A+B + f(x)C + f(x)D) � (c'n(x))�1
o�u :

A = c�n(x)� E
hc�n(x)

i
B = E

hc�n(x)
i
� �(x)

C = '(x)� E [c'n(x)]
D = E [c'n(x)]� c'n(x)

Sous les hypoth�eses enonc�ees,la fonction f est born�ee sur G et l'estimateurc'n est presque-sûrement positif . On montre ensuite que :

sup
x2G

A = Op

0@s log(n)

n � hp

1A (3.3)

sup
x2G

B = Op

�
hd
�

(3.4)

sup
x2G

C = Op

�
hd
�

(3.5)

sup
x2G

D = Op

0@s log(n)

n � hp

1A (3.6)

Les d�emonstrations de 3.4 et 3.5 �gurent dans H�ardle et Luckhaus [48], le

terme D peut être vu comme un cas particulier de A, dans lequel les Yi sont

tous �egaux �a 1. La d�emonstration de 3.6 sera donc imm�ediate une fois 3.3

d�emontr�e.

Pour cela l'estimateur c�n(x) est d�ecompos�e en �+
n (x) et �

�
n (x) :

�+
n (x) =

1

n � hp
nX
i=1

YiK

�
Xi � x

hn

�
1fjYij�Mng
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et

��n (x) =
c�n(x)� �+

n (x)

o�u Mn = n� est une suite croissante.

Le r�esultat provient du fait que pour tout "0 > 0

1X
n=1

Pr

 
Mn � n � hp sup

x2<p

����+
n (x)� E

h
�+
n (x)

i��� > "0

!
<1

et d'un lemme d�emontrant que 8" > 0 :

1X
n=1

Pr

 
Vn � sup

x2G

�����n (x)� E
h
��n (x)

i��� > "

!
<1

Ce qui permet de conclure par addition des termes. 2

Nous pouvons remarquer que l'addition des termes C et D nous donne :

Corollaire 3.4 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent :

sup
x2G

jc'n(x)� '(x)j = Op (Vn)

Nous utiliserons ces r�esultats pour l'�etude non-param�etrique de nos statis-

tiques d'enveloppement. Bosq et Lecoutre [12] nous donnent d'autres r�esultats

de convergence de l'estimateur cfn suivant le type de norme consid�er�ee pour

mesurer l'�ecart de cfn �a f . Des r�esultats plus complets sur la convergence uni-

forme sont donn�es �egalement par Sarda et Vieu [76] (voir �egalement Bierens

[6]).

3.4.3 Distribution limite

Nous donnons ici le r�esultat principal concernant la distribution asympto-

tique de cfn: Ce r�esultat a �et�e obtenu par Schuster [78] pour le cas univari�e et

�a Collomb [18] dans le cas mutidimensionnel.

Des hypoth�eses suppl�ementaires sont n�ecessaires �a ce r�esultat et sont sim-

ilaires �a celles rencontr�ees usuellement. De plus celles-ci sont explicitement

utilis�ees dans la d�emonstration, ce qui rend leur interpr�etation plus facile.

Th�eor�eme 3.5 (Normalit�e asymptotique de cfn ) :

Sous les hypoth�eses suivantes :

- 9 � tel que la fonction �2+�(x) � '(x) est uniform�ement born�ee

- Les fonctions f(x)2 �'(x) et �2(x) �'(x) sont continues et uniform�ement

born�ees
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- Les fonctions '(x) et f(x) � '(x), ainsi que leurs d�eriv�ees et d�eriv�ees

secondes sont continues et uniform�ement born�ees.

- Le noyau K est de Parzen Rosenblatt d'ordre 2

- '(x) > 0

On a,

Si h2n
p
n � hpn n!1�! l avec 0 � l <1

Alors,q
n � hpn

�cfn(x)� f(x)
�

d�! IN
 
l � b(x)
'(x)

;
�2(x)

'(x)

Z
<p
K2(z) dz

!
(3.7)

De plus,

Si h2n
p
n � hpn n!1�! 1

Alors,

p lim
n!1 h�2n

�cfn(x)� f(x)
�
=
b(x)

'(x)
(3.8)

avec:

b(x) = 1
2
Tr

�
� @
@x0

@
@x0

[f(x)'(x)]
�
� 1

2
f(x)Tr

�
� @
@x0

@
@x0

['(x)]
�

{ o�u : � =
R
x0xK(x)dx.

Ce dernier r�esultat pouvant �egalement être interpr�et�e comme la convergence

en distribution vers une loi d�eg�en�er�ee.

La d�emonstration de ce r�esultat par Bierens [7] est fort instructive et

permet une d�ecomposition int�eressante entre termes \asymptotiquement nor-

maux" et termes \g�en�erant du biais". Nous proposons ici un squelette de cette

d�emonstration dont l'int�egralit�e est rapport�ee en annexe.

Squelette de la d�emonstration :

La multiplication par b'(x), suppos�e non nul, nous permet d'obtenir une

expression plus simple :�cfn(x)� f(x)
�
� b'(x) = 1

nhpn

P
i YiK

�
Xi�x
hn

�
� f(x)

�
1

nhpn

P
iK

�
Xi�x
hn

��
= 1

nhpn

P
i (Yi � f(x))K

�
Xi�x
hn

�
Nous pouvons alors d�ecomposer cette quantit�e en trois termes dont les

comportements asymptotiques seront di��erents :
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�cfn(x)� f(x)
�
� b'(x) = 1

nh
p
n

P
i (Yi � f(xi))K

�
Xi�x
hn

�
+ 1

nh
p
n

P
i (f(xi)� f(x))K

�
Xi�x
hn

�
� E

h
1

nh
p
n

P
i (f(xi)� f(x))K

�
Xi�x
hn

�i
+E

h
1

nh
p
n

P
i (f(xi)� f(x))K

�
Xi�x
hn

�i
= bq1(x) + bq2(x) + bq3(x)
Le premier terme nous donne la normalit�e asymptotique :

�
p
n � hpn � bq1(x) d�! N

�
0 ; �2(x)

'(x)

R
K2(t) dt

�
Le second disparâ�t asymptotiquement puisque :

� limn!1 E
hp
n � hpn � bq2(x)i2 = 0

Le dernier nous donne le biais, qui s'exprime en fonction de l.

�
p
n � hpn � bq3(x) n!1�! l � b(x)

L'addition de ces trois termes, nous donne le r�esultat puisque sous ces

hypoth�eses, on a �egalement b'(x)! '(x). 2

Ce r�esultat nous donne, de mani�ere explicite, la vitesse de convergence hn
permettant de \tuer le biais". Cette vitesse est telle que l = 0, c'est-�a-dire que

hn doit v�eri�er :

h2n �
q
n � hpn n!1�! 0

Soit encore :

Hypoth�ese 3.4 : La fenêtre hn v�eri�e n � hp+4n
n!1�! 0

Cette hypoth�ese peut être a�n�ee en fonction de la r�egularit�e suppos�ee des

fonctions f(x); '(x) et f(x) � '(x): Si ces fonctions sont d-fois continûment
di��erentiables et de d�eriv�ees born�ees, alors, en utilisant un noyau de classe d,

le th�eor�eme sera v�eri��e.

L'hypoth�ese suivante :

Hypoth�ese 3.4 (bis) : La fenêtre hn v�eri�e n � hp+2dn
n!1�! 0

remplacera l'hypoth�ese 3.4 pour tuer le biais g�en�er�e par bq3(x).
Remarque :

Bierens [7] propose �egalement une autre technique pour \tuer le biais"

g�en�er�e par bq3(x). Il s'agit de cr�eer un estimateur ffn bas�e sur la di��erence de
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deux estimateurs, l'un g�en�erant du biais li�e �a la fenêtre h1, l'autre estimant ce

biais, par le choix appropri�e de la fenêtre h2. La di��erence des deux estimateurs

donne alors l'estimateur :

ffn(x) = cf1(x)� l1 �cf2(x)
1� l1

o�u cf1(x) est un estimateur classique utilisant la fenêtre h1 g�en�erant un

biais l1 � b(x)

'(x)
conform�ement �a (3.7)

et cf2(x) est un estimateur de ce biais b(x)

'(x)
utilisant la fenêtre h2 conforme

�a (3.8).

Le biais est ainsi \tu�e dans l'oeuf" ; l'utilisation de cet estimateur permet

donc de s'a�ranchir de l'hypoth�ese 3.4(bis). Un estimateur similaire

est propos�e par H�ardle, Hall et Marron [47], sous le nom de \double

smoothing".

Pour d'autres propri�et�es de convergence nous renvoyons �a Bosq et Lecoutre

[12], Collomb [18], H�ardle [46] ainsi qu'�a Robinson [74] ou Youndje [88], pour

les propri�et�es de convergence de l'estimateur de la densit�e conditionnelle.

3.5 Fenêtres

\However there is a price to be paid for the great 
exibility of nonparametric

methods, which is that the smoothing parameter must be chosen"

J. S. Marron (1988)

Nous avons relev�e dans la section pr�ec�edente l'importance de la fenêtre in-

tervenant dans l'estimation non-param�etrique, et nous nous proposons d'apporter

des �el�ements de r�eponse, fournis par la litt�erature, �a la question :

\Comment choisir la fenêtre ?"

En l'absence de technique de s�election, l'utilisateur de la statistique non-

param�etrique s�electionne g�en�eralement la fenêtre au vu de la courbe, par essais

successifs, cette technique visuelle ne pouvant d'ailleurs s'appliquer que pour

des dimensions de r�egresseurs faibles (p < 3). L'aspect arbitraire de ce choix

�etant peu souhaitable, (en particulier dans un cadre g�en�eral de comparaison

de mod�eles), il �etait n�ecessaire de d�eterminer des crit�eres de s�election objectifs

de ce param�etre.
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Une mani�ere de s'assurer \objectivement" du comportement de l'estimateur

en fonction de la fenêtre, est d'examiner un crit�ere d'erreur entre la fonction de

r�egression et son estim�ee. Certains de ces crit�eres seront globaux ou locaux,

ils peuvent être bas�es sur la pr�evision ou sur l'�ecart au sens d'une norme

fonctionnelle, qui variera suivant l'utilisation ou les propri�et�es souhait�ees de

l'estimateur.

L'un des crit�eres le plus utilis�e repose sur l'Erreur Quadratique Int�egr�ee

(EQI) d�e�nie par3 :

EQI(h) =

Z
<p

�cfn(x)� f(x)
�2
'(x)$(x)�(dx)

o�u $(�) est une fonction de poids4.

On peut �egalement trouver une version empirique de l'EQI , l'Erreur

Quadratique Empirique (EQE), en rempla�cant la mesure de Lebesgue par

la loi empirique des Xi :

EQE(h) =
nX
i=1

�cfn(Xi)� f(Xi)
�2
$(Xi)

ou une version globale, l'Erreur Quadratique Int�egr�ee Moyenne (EQIM)

obtenue en prenant l'esp�erance de l'EQI :

EQIM(h) = E [EQI(h)] = E

�Z
<p

�cfn(x)� f(x)
�2
'(x)$(x)�(dx)

�
H�ardle et Marron [50] montrent que ces trois mesures quadratiques sont

asymptotiquement �equivalentes pour une grande vari�et�e d'estimateurs.

La fenêtre id�eale, hopt doit alors r�ealiser le minimum de l'un de ces crit�eres

qui d�ependent des fonctions inconnues f et '. On la d�e�nit par :

hopt = Arg min
h2Hn

EQI(h)

Le rôle de la fenêtre h dans ces crit�eres d'erreur peut être vu �a travers

une formulation de Vieu [87] donnant une �evaluation asymptotique de l'EQI

pour des fonctions f et ' d-fois continûment di��erentiables et pour des noyaux

d'ordre d :

EQI(h) = B � h2d + V

n � hp + op

�
h2d +

1

n � hp
�

(3.9)

3Il existe bien d'autres crit�eres et nous ne citons ici que les plus \populaires", voir H�ardle

[46] , H�ardle et Marron [50] ou Marron [64].
4Cette fonction de poids est g�en�eralement introduite dans ces d�e�nitions pour compenser

les probl�emes d'estimation lorsque la densit�e des r�egresseurs devient faible (\E�ets de bord").

Les conditions sur cette fonction sont donc li�ees �a la densit�e inconnue '(x), n�ecessitant une

information suppl�ementaire sur cette densit�e.
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o�u : B et V sont deux nombres r�eels �nis.

Nous retrouvons ici l'aspect d'arbitrage entre Biais et V ariance jou�e par la

fenêtre, puisque les termes B et V correspondent respectivement �a des termes

de biais et de variance approch�es (voir �egalement Hall [45], Rice [73], ou H�ardle

et Marron[50]). A propos de cette expression H�ardle [46] �ecrit d'ailleurs :

\(� � �) one gets a feeling of what the smoothing problem is about :

Balance the variance versus the biais"

Cette expression permet de d�egager deux optiques menant �a deux proc�edures

de choix de la fenêtre.

� Soit on estime la fenêtre minimisant l'EQI(h) en estimant B et V ,

� Soit on estime l'EQI(h) et on s�electionne la fenêtre minimisant ce nou-

veau crit�ere.

La premi�ere solution m�ene aux techniques de \Plug-in", la seconde aux

m�ethodes de \validation crois�ee".

3.5.1 Le \plug-in"

La m�ethode du \Plug-in" repose sur la s�election de la fenêtre hd minimisant

l'EQI(h) donn�e par (3.9). Cette fenêtre peut être approch�ee par chd obtenue
en estimant les termes B et V qui d�ependent des fonctions inconnues f , ' (et

de leurs d�eriv�ees) ainsi que du noyau K.

Cette technique est tr�es satisfaisante th�eoriquement puisque l'expression

de hd minimisant l'EQI(h) dans l'�equation (3.9) est :

hd =

�
p � V
2d �B

� 1

2d+p

� n �1

2d+p

et que EQI(hd) est alors de l'ordre

EQI(hd) = Op

�
n
� 2d

2d+p

�
Cette vitesse de convergence est donn�ee par Stone [83] comme �etant la vitesse

de convergence optimale dans la classe des fonctions de r�egression d-fois con-

tinûment di��erentiables. De plus la vitesse de convergence de hd et donc dechd est explicitement n
�1

2d+p , toutefois ces fenêtres ne v�eri�ent pas l'hypoth�ese

3.4 (bis), puisque n �h2d+pd =
�
p�V
2d�B

�
6�! 0.
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De plus cette technique nous con�ne �a l'�etude de fonctions de r�egression

su�samment r�eguli�eres (d-fois continûment di��erentiables). En�n, des di�-

cult�es importantes se posent en pratique : pour calculer chd il faut, en e�et,

estimer les constantes B et V et donc les d�eriv�ees des fonctions f et ' ce qui

s'av�ere techniquement d�elicat, hors d'un contexte de r�egresseurs uniform�ement

r�epartis (voir Vieu [87]).

3.5.2 La \Validation Crois�ee "

L'id�ee de base consiste �a trouver une fonction de score CV (h) ayant la même

structure que l'EQI(h) et dont le calcul soit plus simple. On s�electionne alors

la fenêtre bhcv minimisant ce crit�ere dont on attend le même comportement

asymptotique que hopt.

Le crit�ere CV (h) est obtenu �a partir de l'Erreur Quadratique Empirique

(EQE(h)) dans laquelle l'estimateur cfn(Xi) est remplac�e par l'estimateur de

\leave-one-out" df�in (Xi) et f(Xi) est estim�e na��vement par Yi (voir H�ardle[46]

pp.152-153).

On choisit alors bhcv = Argminh2Hn CV (h) o�u :

CV (h) =
1

n

nX
i=1

�
Yi � df�in (Xi)

�2
$(Xi)

et

df�in (Xi) =

1
nh

p
n

P
j 6=i YiK

�
Xj�Xi

hn

�
1

nhpn

P
j 6=iK

�
Xj�Xi

hn

�
H�ardle et Marron [50] d�emontrent que la fenêtre ainsi obtenue v�eri�e la

propri�et�e d'optimalit�e asymptotique suivante :

EQI(bhcv)
EQI(hopt)

�! 1 p:s:

sous les hypoth�eses

Hypoth�ese 3.5 (Optimalit�e asymptotique) :

� Hn =
h
h; h

i
=
h
an � n�

1

p ; a�1n
i

o�u an = C � n� et C; � sont des constantes positives, � 2
h
0; 1

p

i
� Les fonctions f; ' et K sont H�older continues5

5Une fonction g est H�older continue s'il existe des constantes positives M et �, telles que

:

jg(x)� g(t)j �M � kx� tk
�
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� Les moments conditionnels de Y j X sont born�es, c'est-�a-dire :

8 q > 0; 9 Aq > 0 tel que E [jY jq j X = x] < Aq ; 8 x

� La fonction de poids $(�) est �a support compact S

� La densit�e marginale '(x) est born�ee inf�erieurement sur l'int�erieur de ce

support S

L'inconv�enient principal est que la fenêtre bhcv, qui est ici un estimateur,

pr�esente une grande variabilit�e, c'est-�a-dire que pour deux �echantillons dis-

tincts issus de la même distribution, les fenêtres obtenues seront tr�es di��erentes.

Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par H�ardle et Marron [50] o�u il est montr�e que bhcv con-
verge \tr�es lentement" vers hopt. Une technique pour pallier �a cet inconv�enient

consiste peut-être �a utiliser le \double smoothing" propos�e par H�ardle, Hall et

Marron [47] et �evoqu�e plus haut.

Cette m�ethode pr�esente cependant de nombreux avantages : outre le fait

qu'elle ne demande pour être applicable, que des hypoth�eses faibles sur le degr�e

de di��erentiabilit�e de f , c'est une m�ethode automatique enti�erement guid�ee

par les donn�ees. Ce point est particuli�erement satisfaisant dans le contexte

de comparaison de mod�eles. Nous utiliserons d'ailleurs cette m�ethode dans le

chapitre suivant pour �eviter tout choix arbitraire pouvant in
uer sur la qualit�e

des estimateurs.

3.5.3 Autres m�ethodes

Il existe de nombreux ra�nements de la validation crois�ee Vieu [86] propose

de s�electionner la fenêtre localement en utilisant un crit�ere de validation crois�e

local, tenant compte de la densit�e autour de chaque observation. Ce crit�ere

est malheureusement encore assez coûteux en temps de calcul pour être utilis�e

en pratique

Une autre variante consiste �a d�etruire plusieurs points en utilisant un esti-

mateur de \leave-several-out" dans la d�e�nition du crit�ere CV .

L'introduction d'une fonction p�enalisante � dans l'estimateur na��f de l'EQE

permet �egalement d'obtenir un crit�ere de Score sur la base duquel est estim�ee

la fenêtre. H�ardle [46] (pp.155-167) nous donne une �etude comparative sur un

�echantillon, de di��erentes fonctions p�enalisantes.

D'autres m�ethodes sont expos�ees dans la revue sur ce sujet r�ealis�ee par

Vieu [87], parmi lesquelles les m�ethodes de Bootstrap semblent �egalement par-

ticuli�erement prometteuses (voir �egalement H�ardle [46]).
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3.6 Conclusion

Nous avons expos�e dans ce chapitre quelques unes des m�ethodes d'estimation

fonctionnelle de la r�egression. Ces m�ethodes permettent l'�etude des mod�eles

de r�egression en l'absence de forme fonctionnelle pr�ed�e�nie, et en l'absence de

sp�eci�cation de la loi des r�esidus. Cette libert�e dans la sp�eci�cation (ou plutôt

dans l'absence de sp�eci�cation) des mod�eles de r�egression n'est cependant pas

exempte de r�egles. La s�election du param�etre de lissage, dans chacune de ces

m�ethodes est soumis �a des contraintes et les r�egles de s�election pratiques de ce

param�etre sont encore �a l'�etude.

Une autre contrainte nous est donn�ee par l'inexistence d'un estimateur

sans biais de la r�egression montr�e par Collomb [17], il en r�esulte une approche

asymptotique n�ecessitant un nombre important d'observations. Ce point est

aggrav�e par la perte d'une vitesse de convergence \param�etrique" (en
p
n),

montr�e par Stone [83] ; la convergence non-param�etrique �etant plus lente, ces

m�ethodes exigent un plus grand nombre de donn�ees.

Nous avons choisi de d�evelopper plus particuli�erement la m�ethode du noyau

pour de simples raisons : cette m�ethode est la plus d�evelopp�ee �a ce jour,

et les propri�et�es des estimateurs sont maintenant bien connues. En outre

elle b�en�e�cie d'une abondante litt�erature sur des probl�emes th�eoriques et ap-

pliqu�es. En�n, une proc�edure d'estimation de la fenêtre est possible dans

le cadre de cette m�ethode. Cette proc�edure est enti�erement guid�ee par les

donn�ees et pr�esente donc un caract�ere \objectif" particuli�erement appr�eciable

dans le cadre de comparaison de mod�eles. Nous utiliserons cette m�ethode (et

cette proc�edure) pour l'estimation des fonctions de r�egression dans le chapitre

suivant.
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3.7 Annexe au chapitre 3

Notations

Les \petits-o" et les \grands-O", que l'on trouve couramment dans la litt�erature

sont rappel�es de mani�ere pr�ecise ici. Ces symboles ont �et�e introduits par Lan-

dau pour simpli�er les relations entre quantit�es (stochastiques ou non) de même

Ordre de grandeur, ou d'un ordre de grandeur inf�erieur asymptotiquement.

Nous nous servirons de ces notations dans les d�emonstrations �a venir.

D�e�nition 3.4 : Si f et g sont deux fonctions r�eelles de la variable enti�ere

n, alors la notation f(n) = o (g(n)) signi�e que :

lim
n!1

 
f(n)

g(n)

!
= 0

Il est important de noter que g(n) peut avoir n'importe quel comportement

lorsque n!1, en particulier la notation f(n) = o (1) signi�e simplement que

la suite f(n)! 0 lorsque n!1:

D�e�nition 3.5 : Si f et g sont deux fonctions r�eelles de la variable enti�ere

n, alors la notation f(n) = O (g(n)) signi�e qu'il existe une constante K > 0,

ind�ependante de n, et un entier N tels que :�����f(n)g(n)

����� < K ; 8n > N

Ceci signi�e donc que f et g ont le \même ordre de grandeur"6

De même, des relations liant les ordres de grandeur de quantit�es stochas-

tiques sont exprim�ees par les c�el�ebres \petits-op"et \grands-Op" d�e�nis comme

suit.

D�e�nition 3.6 : Si an est une suite de variables al�eatoires et g est une fonc-

tion r�eelle de la variable enti�ere n, alors la notation an = op (g(n)) signi�e

que :

p lim
n!1

 
an

g(n)

!
= 0

De mani�ere similaire, la notation an = Op (g(n)) signi�e que il existe une

constante K > 0, telle que 8" > 0, 9 un entier N" tel que :

Pr

 ����� ang(n)

����� > K

!
< " ; 8n > N"

6Cette d�e�nition n'exclut pas la possible nullit�e de ce rapport, l'expression \de même

ordre que" peut être trompeuse.
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D�emonstration du th�eor�eme 3.5 :

Classiquement, nous �ecrivons la di��erence
�cfn(x)� f(x)

�
sous la forme :

�cfn(x)� f(x)
�

=
1

nh
p
n

P
i
YiK(

Xi�x

hn
)

1

nh
p
n

P
i
K(Xi�x

hn
)
� f(x)

�
1

nh
p
n

P
i
K(Xi�x

hn
)
�

�
1

nh
p
n

P
i
K(Xi�x

hn
)
�

=
1

nh
p
n

P
i
(Yi�f(x))K(Xi�x

hn
)�

1

nh
p
n

P
i
K(Xi�x

hn
)
�

Nous pouvons simpli�er l'�ecriture en multipliant les deux membres par

l'estimateur b'(x), nous obtenons ainsi la d�ecomposition de
�cfn(x)� f(x)

�
�b'(x) :

= 1
nh

p
n

P
i (Yi � f(xi))K

�
Xi�x
hn

�
+ 1

nhpn

P
i (f(xi)� f(x))K

�
Xi�x
hn

�
� E

h
1

nhpn

P
i (f(xi)� f(x))K

�
Xi�x
hn

�i
+E

h
1

nhpn

P
i (f(xi)� f(x))K

�
Xi�x
hn

�i
= bq1(x) + bq2(x) + bq3(x)
Commementionn�e plus haut, les trois termes ont des comportements asymp-

totiques di��erents, que nous analyserons s�epar�ement en trois parties :

Premier terme :
p
nh

p
n � cq1(x) d�! N (0; �2(x)'(x)

R
K2 (z) dz)

Nous pouvons �ecrire
p
n � hpn � bq1(x) sous une forme permettant d'appliquer

le th�eor�eme central limite de Lyapunov, voir Ser
ing [79] :

q
n � hpn � bq1(x) = 1p

n

X
i

vn;i(x)

avec vn;i(x) =
1p
h
p
n

� uiK
�
Xi�x
hn

�
, o�u ui = (Yi � f(xi)

On a alors

� E [vn;i(x)] = 0

� Comportement de E [vn;i(x)
2]
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E [vn;i(x)
2] = 1

h
p
n

R
u2iK

2
�
xi�x
hn

�
'(xi; yi) dxidyi

= 1
h
p
n

R
u2iK

2
�
xi�x
hn

�
'(yi j xi)'(xi) dxidyi

= 1
h
p
n

R
�2(xi)K

2
�
xi�x
hn

�
'(xi) dxi

Le changement de variable z = x�xi
hn

nous donne,

E
h
vn;i(x)

2
i
=

Z
�2(x� zhn)K

2 (z)'(x� zhn) dz

La fonction �2(x)'(x) �etant continue et uniform�ement born�ee, le th�eor�eme

de la convergence born�ee (voir par exemple Metivier [63]) s'applique :

E
h
vn;i(x)

2
i
=

Z
�2(x� zhn)K

2 (z)'(x� zhn) dz
hn!0�! �2(x)'(x)

Z
K2 (z) dz

Ce terme d�etermine la variance asymptotique de
p
n � hpn � bq1(x).

� Nous devons nous assurer du comportement de :

X
i

E

24 jvn;i(x)jp
n

!2+�
35 =  

1p
nh

p
n

!�
E

"
juij2+�

����K �
xi � x

hn

�����2+� h�pn
#

par la même technique :

P
iE

�� jvn;i(x)jp
n

�2+��
=

�
1p
nhpn

�� R
�2+�(x� zhni)'(x� zhn) jK (z)j2+� dz

= Op

�
1p
nh

p
n

��
n!1�! 0 pour � > 0

Le th�eor�eme central limite de Lyapounov s'applique donc et,

1p
n

X
i

vn;i(x)
d�! N

�
0; �2(x)'(x)

Z
K2 (z) dz

�

ce qui termine l'�etude du premier terme .

Deuxi�eme terme :E

��p
nh

p
n � cq2(x)�2� n!1�! 0

bq2(x) = 1

nh
p
n

nX
i=1

�
(f(xi)� f(x))K

�
xi � x

hn

�
� E

�
(f(xi)� f(x))K

�
xi � x

hn

���
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De même que pr�ec�edemment,

E

��p
nh

p
n � cq2(x)�2� =

R
(f(x� zhn)� f(x))

2
'(x� zhn)K

2 (z) dz

� 1
h
p
n
fR (f(x� zhn)� f(x))'(x� zhn)K (z) dzg2

n!1�! 0

par convergence born�ee.

Troisi�eme terme :
p
nh

p
n � cq3(x) �! l � b(x)

Nous utiliserons ici la formule de Taylor pour une fonction G(x) deux fois

continûment di��erentiable, �a savoir :

9�n 2 [0; 1] tel que

G(x)�G(x� zhn) = �hnz0 @
@x
[G(x)]

+ 1
2
h2n z

0
h

@2

@x@x0
G(x� �nhn z)

i
z

On a :

cq3(x) = 1
nhpn

Pn
i=1E

h
(f(xi)� f(x))K

�
xi�x
hn

�i
= 1

hpn

R
(f(xi)� f(x))K

�
xi�x
hn

�
'(xi)dxi

En op�erant le même changement de variable que pr�ec�edemment,

cq3(x) = Z
(f(x� zhn)� f(x))K (z)'(x� zhn)dz

nous pouvons ajouter et retrancher (f(x)'(x)) aux deux membres

cq3(x) =
R
(f(x� zhn)'(x� zhn)� f(x)'(x))K (z) dz

� R ('(x� zhn)� '(x)) f(x)K (z) dz

En appliquant la formule de Taylor aux fonctions deux fois di��erentiables

f(x)'(x) et '(x) :

cq3(x) = �hn
R
z0 @

@x
[f(x)'(x)]K (z) dz

+ 1
2
h2n
R
z0
h

@2

@x@x0
f(x� �n � zhn)'(x� �nhn � z)

i
z K (z) dz

+ hnf(x)
R
z0 @

@x
['(x)]K (z) dz

� 1
2
h2nf(x)

R
z0
h

@2

@x@x0
'(x� �nhn � z)

i
z K (z) dz
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soit encore,

cq3(x) = � hn
@
@x
[f(x)'(x)]

R
z0K (z) dz

+1
2
h2n
R
z0
h

@2

@x@x0
f(x� �n � zhn)'(x� �nhn � z)

i
z K (z) dz

+ hnf(x)
@
@x
['(x)]

R
z0K (z) dz

�1
2
h2nf(x)

R
z0
h

@2

@x@x0
'(x� �nhn � z)

i
z K (z) dz

Le noyau K est d'ordre 2, donc
R
z0K (z) dz = 0 et l'on pose :Z

z0zK(z)dz = �

et donc,

cq3(x) = 1
2
h2n

R
z0
h

@2

@x@x0
f(x� �n � zhn)'(x� �nhn � z)

i
z K (z) dz

�1
2
h2n f(x)

R
z0
h

@2

@x@x0
'(x� �nhn � z)

i
z K (z) dz

Les d�eriv�ees des fonctions f(x)'(x) et '(x) sont born�ees ce qui permet

d'appliquer une nouvelle fois le th�eor�eme de la convergence born�ee :

h�2n � cq3(x) �! 1
2

R
z0 z K (z) dz �

h
@2

@x@x0
f(x)'(x)

i
�1

2
f(x)

R
z0 z K (z) dz �

h
@2

@x@x0
'(x)

i
= 1

2
Tr

n
� �

h
@2

@x@x0
f(x)'(x)

io
� 1

2
Tr

n
� � f(x)

h
@2

@x@x0
'(x)

io
= b(x)

c'est-�a-dire que
p
nh

p
n � cq3(x) �! l � b(x).

L'addition des trois termes nous donne le r�esultat. 2

[12pt,qqa4lrep]report
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Chapter 4

Proc�edures param�etriques et

non-param�etriques

4.1 Introduction

La notion d'enveloppement introduite par Mizon et Richard [66], et d�evelopp�ee

dans la premi�ere partie, est ici �elargie �a l'�etude de mod�eles de r�egression \li-

bres" de toute forme pr�ed�e�nie. Cette �etude nous am�enera �a consid�erer des

mod�eles de r�egression munis d'estimateurs non-param�etriques, d�e�nis dans le

chapitre pr�ec�edent, ainsi que des mod�eles param�etriques standards.

Nous proposerons di��erents tests concernant l'enveloppement d'un mod�ele

de r�egression M2 bas�e sur la variable Z, par un mod�ele M1 ayant pour vari-

able conditionnante X, nous pla�cant alors principalement dans un cadre de

r�egresseurs non-embô�t�es.

Il est important de distinguer les mod�eles lin�eaires qui r�epondent �a une

mod�elisation particuli�ere, des mod�eles libres de toute forme fonctionnelle sur

lesquels on op�ere une approximation lin�eaire. En e�et, l'op�erateur de projec-

tion dans un espace L2 nous donne une approximation lin�eaire d'un mod�ele de

r�egression, ind�ependamment de la lin�earit�e du mod�ele lui-même.

Nous utiliserons section (4.2) di��erents op�erateurs de projection a�n de

retrouver les r�esultats de Mizon et Richard [66] dans un contexte plus g�en�eral.

Le point cl�e de notre analyse repose sur l'ind�ependance des choix de r�egresseurs

vis-�a-vis du choix de la forme des mod�eles de r�egressions. Autrement formul�e

ce probl�eme pose la question suivante :

\L'exclusion de la variable Z dans le mod�ele M1 est elle robuste au choix de

la forme fonctionnelle des mod�eles de r�egression ? "

Nous proposerons di��erents tests concernant l'enveloppement d'un mod�ele

M2 par un mod�ele M1 en �etudiant les sp�eci�cations param�etriques et non-

87
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Mod�ele M2

Mod�ele Param�etrique Non-param�etrique

M1 Param�etrique PP PN

Non-param�etrique NP NN

Table 4.1: Les 4 cas

param�etriques pour chacun des mod�eles. Quatre situations se pr�esentent et

seront not�ees conform�ement �a la table 4.1. Pour chacune de ces situations, nous

proposerons section 4.3 une statistique de test d'enveloppement permettant de

r�epondre �a cette question.

4.2 Notations et mod�eles

Nous d�e�nissons tout d'abord les observations comme �etant n r�ealisations

ind�ependantes du vecteur al�eatoire S = (Y;X; Z) et not�ees (Si)i=1;:::;n o�u Yi 2
<, Xi 2 <p et Zi 2 <q. Essentiellement les variables X et Z repr�esentent les

variables exog�enes associ�ees aux mod�eles M1 et M2 respectivement.

Formellement, nous supposerons que Si = (Yi; Xi; Zi)i=1;:::;n constitue un

processus centr�e, iid, de carr�e int�egrable d�e�ni sur l'espace probabilis�e (
;A;P0).

Il est caract�eris�e par la densit�e inconnue '(Si) par rapport �a la mesure de

Lebesgue sur <p+q+1. La probabilit�e P0 est �evidemment inconnue et nous lim-

iterons notre attention �a l'�etude de param�etres ou de fonctions d�e�nies �a partir

de P0:

Les composantes de (Xi; Zi) sont suppos�ees lin�eairement ind�ependantes.

Cette derni�ere hypoth�ese peut être relâch�ee, et les vecteurs Xi et Zi pour-

ront �eventuellement être imbriqu�es, dans ce cas la densit�e ' sera consid�er�ee

par rapport �a la mesure de Lebesgue sur un sous-espace de <p+q+1, nous ne

d�etaillerons toutefois pas ce cas.

Nous utiliserons les notations f; g et r pour repr�esenter les esp�erances condi-

tionnelles suivantes, dont les d�e�nitions sont conformes �a celles donn�ees section

(2.2.1) :

f(x) = E [Y j X = x]

g(z) = E [Y j Z = z]

et

r(x; z) = E [Y j X = x; Z = z]

Il est important de reconnâ�tre que les approximations lin�eaires peuvent

être utilis�ees sans que les fonctions de r�egression ne soient elles-mêmes lin�eaires.

Nous noterons L(� j �) les projections d�e�nies comme suit :
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D�e�nition 4.1 (Projections dans L2)

La projection de Yi sur le sous espace engendr�e par les Xi est
1 :

L(Yi j Xi) = � 0Xi avec � = (E [XiX
0
i])

�1
E [XiYi]

Le vecteur de param�etre � est alors une fonction �a valeur dans <p de la

densit�e inconnue ' (�), et donc de P0:

On d�e�nit de même la projection sur les Zi par :

L(Yi j Zi) = 
0Zi avec 
 = (E [ZiZ
0
i])

�1
E [ZiYi]

et la projection sur l'espace engendr�e par (Xi; Zi),

L(Yi j Xi; Zi) = �0Wi avec � = (E [WiW
0
i ])

�1
E [WiYi]

o�u Wi est une base de l'espace engendr�e par (Xi; Zi). Nous supposerons

par la suite que W 0
i = (Xi; Zi), Xi et Zi �etant strictement non-embô�t�es.

4.2.1 Hypoth�eses

Le processus Si = (Yi; Xi; Zi)i=1;:::;n �etant de carr�e int�egrable, les fonctions

f; g et r sont elles-mêmes de carr�e int�egrable sur l'espace probabilis�e (
;A;P0) :

Les conditions de r�egularit�e suivantes sont suppos�ees pour ces fonctions :

Hypoth�ese 4.1 (Version continue des fonctions de r�egression).

Il existe une version continue des fonctions f; g et r ainsi que des densit�es,

densit�es marginales et conditionnelles (repr�esent�ees par la même fonction ').

Cette hypoth�ese sera maintenue tout au long de ce travail.

Nous chercherons �a valider le mod�ele M1, qui sera le mod�ele \envelop-

pant", en utilisant le mod�ele \�a envelopper" M2. Le mod�ele M1 est bas�e sur

l'exclusion de la variable Z, et pourra pr�esenter deux aspects di��erents suivant

l'hypoth�ese d'exclusion de cette variable.

Hypoth�ese 4.2 :

L'exclusion de la variable Z du mod�ele M1 peut être consid�er�ee par deux

hypoth�eses distinctes :

H1 : E [Y j X;Z] = E [Y j X] ;

1Nous repr�esenterons l'esp�erance relative �a P0 par la lettre g�en�erique E.
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ce qui correspond �a une hypoth�ese d'ind�ependance de l'esp�erance condition-

nelle, ou par l'hypoth�ese :

H2 : L [Y j X;Z] = L [Y j X] ;

qui est une condition d'orthogonalit�e conditionnelle (ou d'ind�ependance lin�eaire).

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e H2 ne signi�e pas que la fonction

de r�egression est lin�eaire. La lin�earit�e de cette fonction correspond �a une

troisi�eme hypoth�ese :

H3 : E [Y j X;Z] = L [Y j X;Z]

Nous utiliserons �egalement, mais plus rarement, une derni�ere hypoth�ese con-

cernant le carr�e de Y :

H4 : E
h
Y 2 j X;Z

i
= E

h
Y 2 j X

i
Remarques :

Quelques propri�et�es simples d�ecoulent de la combinaison des hypoth�eses

pr�ec�edentes :

- Le couple d'hypoth�eses (H1;H4) implique l'�egalit�e des variances condi-

tionnelles :

V (Y j X;Z) = V (Y j X)

- Le couple (H2;H4) entrâ�ne l'�egalit�e des variances des \r�esidus lin�eaires" :

E
h
(Y � L (Y j X))

2 j X;Z
i
= E

h
(Y � L (Y j X))

2 j X
i

De mani�ere �evidente, si S est normalement distribu�e alors H3 est v�eri��e et

l'hypoth�ese H2 est �equivalente �a H1.

4.2.2 Mod�eles

Dans une optique non-param�etrique, le mod�eleM1 \libre" sera caract�eris�e

par les hypoth�eses H1 ou (H1;H4), tandis que la lin�earit�e (param�etrique) sera

caract�eris�ee par (H2;H4) ou (H2;H3;H4) , ces deux derni�eres combinaisons

correspondant respectivement �a la lin�earit�e faible ou forte2.

2Dans la suite de ce chapitre, nous regrouperons la lin�earit�e faible et forte sous le terme

commun de r�egression lin�eaire. Nous serons n�eanmoins explicites sur la validit�e de H3 dans

les cas o�u cette hypoth�ese s'av�ere d'importance.
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Le mod�ele rivalM2 sera construit avec la variableZ comme unique r�egresseur,

nous consid�ererons �egalement une version lin�eaire et une version \libre" de ce

mod�ele.

Un troisi�eme mod�eleM est �egalement d'int�erêt, c'est le mod�ele embô�tant

M1 et M2 construit sur les r�egresseurs Wi.

Dans l'optique de M1, ou de son propri�etaire, ces mod�eles ne pr�esentent

qu'un int�erêt limit�e, puisque M2 est vu comme un mod�ele mal-sp�eci��e et

M comme un sur-mod�ele. Ces deux mod�eles seront les instruments de la

construction de tests d'enveloppement bâtis en vue de valider le mod�ele M1.

A�n de rester coh�erent avec notre notion de mod�ele d�e�nie dans la section

1.7, ces mod�eles sont associ�es �a des estimateurs. Les r�egressions lin�eaires

seront estim�ees classiquement par l'estimateur des moindres carr�es, les mod�eles

\libres" seront estim�es non-param�etriquement par la m�ethode du noyau de

convolution. Nous obtiendrons donc des estimateurs param�etriques et des

estimateurs fonctionnels pour chacun de ces mod�eles.

Consid�erons tout d'abord la version lin�eaire de M1:

Un estimateur naturel de � d�e�ni en (4.1) est :

b� =

 
nX
i=1

XiX
0
i

!�1
�

nX
i=1

XiYi

Les estimateurs correspondants pour 
 dans M2 et pour � dans le mod�ele

embô�tant M sont :

b
 =  
nX
i=1

ZiZ
0
i

!�1
�

nX
i=1

ZiYi

et,

b� =

 
nX
i=1

WiW
0
i

!�1
�

nX
i=1

WiYi

Les estimateurs non-param�etriques des fonctions de r�egression f; g et r sont

les estimateurs du noyau de convolution conformes �a la d�e�nition de la section

(3.3), �a savoir :

cfn(x) = 1
nh

p
n

P
i YiK

�
Xi�x
hn

�
1

nh
p
n

P
iK

�
Xi�x
hn

�
de même,

cgn(z) = 1
nk

q
n

P
i YiK

�
Zi�z
kn

�
1

nk
q
n

P
iK

�
Zi�z
kn

�
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et

crn(x; z) = 1
nh

p
n�kqn

P
i YiK

�
Xi�x
hn

; Zi�z
kn

�
1

nh
p
n�kqn

P
iK

�
Xi�x
hn

; Zi�z
kn

�
Remarque :

� De mani�ere abusive, les noyaux intervenant dans ces expressions sont tous

repr�esent�es par la même lettre K, alors qu'ils sont fondamentalement

di��erents, pour des raisons de dimension notamment.

� Les fenêtres sont, elles aussi, distinctes, hn est la fenêtre associ�ee �a

l'estimateur cfn(x), et kn celle associ�ee �a cgn(z). Les vitesses de con-

vergence de ces fenêtres seront ajust�ees �a la dimension des r�egresseurs X

et Z respectivement.

� Nous avons construit l'estimateur crn conform�ement aux estimateurs cfn
et cgn , utilisant les fenêtres hn et kn, en vue de simpli�er sa d�e�nition.

Cette construction est purement ad hoc et pourrait être am�elior�ee.

Nous supposerons que les conditions sur les vitesses de convergence des

fenêtres donn�ees par l'hypoth�ese 3.3 seront v�eri��ees pour chacune de ces deux

fenêtres, ce que nous poserons sous la forme de l'hypoth�ese suivante :

Hypoth�ese 4.3 (Conditions minimales sur les fenêtres) :

Les fenêtres hn et kn v�eri�ent les conditions de convergence

lim
n!1 hn = 0 et lim

n!1 n � hpn =1
et

lim
n!1 kn = 0 et lim

n!1 n � kqn =1
Ces conditions permettent aux estimateurs cfn, cgn et crn d'être convergents

dans leurs mod�eles respectifs (voir section 3.4).

Nous pouvons �enoncer les premiers r�esultats de convergence de ces estima-

teurs.

Th�eor�eme 4.1 Sous H1 et sous l'hypoth�ese 4.3, on a :

i) cfn(x) n!1�! f(x) 8x

ii) cgn(z) n!1�! E [f(x) j Z = z] 8z

iii) crn(x; z) n!1�! f(x) 8 (x; z)

et

iv) b
 n!1�! (E [ZZ 0])�1E [Z � f ]
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Preuve3 :

Ce r�esultat d�ecoule directement du corollaire 3.2, qui nous assure de la

convergence en probabilit�e de l'estimateur du noyau de convolution. Sous

l'hypoth�ese 4.3, on a

cfn(x) p�! E [Y j X = x] = f(x)

cgn(z) p�! E [Y j Z = z] = g(z)

crn(x; z) p�! E [Y j X = x; Z = z] = r(x; z)

Or sous l'hypoth�ese H1:

r(x; z) = E [Y j X = x; Z = z] = E [Y j X = x] = f(x)

et

E [Y j Z = z] = E [E [Y j X = x; Z = z] j Z = z]

= E [E [Y j X = x] j Z = z]

= E [f(x) j Z = z]

De plus l'estimateur b
 v�eri�e :

b
 n!1�! (E [ZZ 0])�1E [ZY ]

= (E [ZZ 0])�1E [Z � E [Y j X]]

= (E [ZZ 0])�1E [Z � f ]

Ce qui montre le dernier point. 2

Un r�esultat semblable est obtenu si l'on consid�ere l'hypoth�ese d'ind�ependance

lin�eaire, pour l'exclusion de la variable Z du mod�ele M1.

Th�eor�eme 4.2 Sous les hypoth�eses (H2;H3), on a :

i) b� n!1�! �

ii) b
 n!1�! (E [ZZ 0])�1E [Z �X 0] � �

iii) b� n!1�! (� 0 ; 0)

3Les �egalit�es intervenant dans les preuves des th�eor�emes 4.1 et 4.2 sont des �egalit�es

presque-sûres.
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Si de plus l'hypoth�ese 4.3 est v�eri��ee, alors :

iv) cgn(z) n!1�! � 0 � E [X j Z = z] 8z

Preuve :

L'estimateur b� v�eri�e clairement :

b� n!1�! (E [XX 0])�1E [X � Y 0]

= �

Tandis que sous H2 et H3 l'estimateur b
 voit son comportement asympto-

tique modi��e puisque :

b
 n!1�! (E [ZZ 0])�1E [Z � Y 0]

(E [ZZ 0])�1E
h
Z � L [Y j X;Z]0

i
Sous l'hypoth�ese H2; L [Y j X;Z] = L [Y j X], d'ou :

b
 n!1�! (E [ZZ 0])�1E
h
Z � L [Y j X;Z]0

i
= (E [ZZ 0])�1E

h
Z � L [Y j X]

0i
= (E [ZZ 0])�1E [Z �X 0] � �

L'hypoth�ese 4.3 nous assure de la consistance de l'estimateur cgn(z) nous
avons donc :

cgn(z) n!1�! E [Y j Z = z] 8z

= E [E [Y j X;Z] j Z = z] 8z

L'hypoh�ese de lin�earit�e H3 nous donne :

E [E [Y j X;Z] j Z = z] = E [L [Y j X;Z] j Z = z]

d'ou, sous l'hypoth�ese H2 maintenue

cgn(z) n!1�! E [L [Y j X;Z] j Z = z] 8z

= E [L [Y j X] j Z = z] 8z

= E [� 0X j Z = z] 8z
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Ce qui montre le dernier point. 2

Les limites des estimateurs b� et cfn sousM1 ne d�ependent pas de la distribu-

tion sous-jacente P0 des variables conditionnantes. Par contre les limites sous

M1 des estimateurs du mod�eleM2 (qui est mal-sp�eci��e pour M1) d�ependent

crucialement de cette distribution.

Cette d�ependance disparâ�t lorsque le mod�ele rival embô�te le mod�eleM1,

ce qui est le cas de M. En e�et les points (iii) des th�eor�emes 4.1 et 4.2

donnent les pseudo vraies valeurs associ�ees �a crn et �a b� ind�ependamment de la

distribution des variables conditionnantes X et Z.

Ces r�esultats nous permettent de d�e�nir les pseudo-vraies valeurs associ�ees

aux estimateurs b
 et cgn.
4.2.3 Pseudo-vraies valeurs

Aux quatre situations possibles correspondent quatre pseudo-vraies valeurs:

Conform�ement �a la d�e�nition donn�ee section 1.7, les pseudo-vraies valeurs

sont d�e�nies �a partir des plim des estimateurs associ�es au mod�eleM2 donn�ees

par les th�eor�emes 4.1 et 4.2. Ces pseudo- vraies valeurs lient les \espaces

param�etriques" attach�es aux mod�eles M1 et M2. Ce terme est ici pris au

sens large puisque ces \espaces param�etriques" pourront être fonctionnels. Les

espaces �f et �g repr�esenterons les espaces de fonctions associ�es aux mod�eles

M1 etM2 lorsque ceux ci sont estim�es non-param�etriquement, tandis que ��

� <p et �
 � <q repr�esenterons les espaces associ�es aux estimateurs b� et b

respectivement.

D�e�nition 4.2 (Pseudo-vraies valeurs sous H1) :

La pseudo-vraie valeur � associ�ee �a l'estimateur b
 sous H1 est :

� : �f �! �


f �! �(f) = (E [ZZ 0])�1E [Z � f(X)]

De même on d�e�nit la pseudo-vraie valeur G associ�ee �a l'estimateur cgn
sous H1 par :

G : �f �! �g

f �! G(f)(z) = E [f(X) j Z = z]

Il faut noter que lorsque l'estimateur param�etrique b
 est associ�e �a M2, la

pseudo-vraie valeur �(f) est elle même param�etrique, elle sera d'ailleurs es-

tim�ee de mani�ere classique par b�(f). Dans le cadre non-param�etrique G(f)(z)
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est une fonction de la variable z qui sera estim�ee par la même m�ethode que

g(z):

Deux autres pseudo-vraies valeurs sont �egalement d�eduites du th�eor�eme

4.2, dans le cas o�u le mod�eleM1 est lin�eaire, conform�ement �a l'hypoth�ese H2.

D�e�nition 4.3 (Pseudo-vraies valeurs sous H2) :

La pseudo-vraie valeur �L associ�ee �a l'estimateur b
 sous H2 est :

�L : �� �! �


� �! �L(�) = (E [ZZ 0])�1E [Z �X 0] � �
De même on d�e�nit la pseudo-vraie valeur GL associ�ee �a l'estimateur cgn

sous (H2 ;H3) par :

GL : �� �! �g

� �! GL(�)(z) = � 0 �E [X j Z = z]

La nature des pseudo-vraies valeurs est conditionn�ee par la nature du

param�etre associ�e �aM2. Les pseudo-vraies valeurs G et GL sont ainsi �a valeur

dans l'espace fonctionnel �g, tandis que �L et GL sont �a valeur dans �
 � <q.

Ces fonctions sont toutes lin�eaires en leurs arguments, que ceux-ci soient des

vecteurs ou des fonctions. Elle peuvent s'interpr�eter �egalement comme des

projections entre espaces de vecteurs ou de fonctions.

Les pseudo-vraies valeurs introduites dans les d�e�nitions 4.2 et 4.3 sont

th�eoriques puisque d�ependantes du processus P0, elles doivent donc être es-

tim�ees.

Les estimateurs param�etriques et non-param�etriques suivants seront utilis�es

pour l'estimation des pseudo-vraies valeurs.

D�e�nition 4.4 (Estimation des pseudo-vraies valeurs) :

i) b�(f) = (
P

i ZiZ
0
i)
�1P

i Zi � f(X)

ii) bG(f)(z) = P
i
f(Xi)�K(Zi�zkn

)P
i
K(Zi�zkn

)

iii) c�L(�) = (
P

i ZiZ
0
i)
�1P

i

�
ZiX

0

i

�
�

iv) dGL(f)(z) =

P
i
X
0

i ��K(
Zi�z

kn
)P

i
K(Zi�zkn

)

En appliquant les mêmes arguments que ceux utilis�es dans les th�eor�emes

4.1 et 4.2, on montre que ces estimateurs b�(f), bG(f), c�L et dGL(f) sont des

estimateurs convergents de �(f), G(f), �L et GL(f) respectivement:
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Remarque :

Nous avons consid�er�e l'estimation sans imposer aucune contrainte sur le

processus P0. Il existe toutefois des situations pour lesquelles ce processus

est contraint. Bien que ces situations d�epassent le cadre de notre �etude nous

discutons bri�evement de telles situations sur deux exemples.

Une premi�ere restriction abord�ee en introduction, concerne la pr�esence de

variables communes aux deux mod�eles. Soit par exemple Xi = (X�
i ; �i) et

Zi = (Z�i ; �i). Dans ce cas les d�e�nitions 4.2 et 4.3 des pseudo-vraies valeurs

restent valides, en particulier la pseudo-vraie valeur G de la d�e�nition 4.2

s'�ecrit :

G(f)(z) =

Z
f(X)'(X� j Z; �) dX

et est estim�ee de mani�ere consistante par bG(f) conform�ement �a la d�e�nition
4.4.

Un deuxi�eme exemple est tir�e de Govaert et alii [43], dans le cadre dy-

namique o�u deux mod�eles autor�egressifs sont propos�es :

M1 : Yi = f(Yi�1) + ui
et

M2 : Yi = g(Yi�2) + vi

o�u : f(Yi�1) = E [Yi j Y0; : : : ; Yi�1]
Un estimateur non-param�etrique de g est :

bg(y) = P
i Yi �K

�
Yi�2 � y

kn

�
P

iK
�
Yi�2� y

kn

�
Si le processus est ergodique alors bg converge vers la pseudo-vraie valeur :

G(f) =

Z
f (Yi�1)' (Yi�1 j Yi�2) dYi�1 = E [Yi j Yi�2]

Le calcul d'une matrice de covariance asymptotique pour la statistique

d�e�nie sur la base de la di��erence
�bg(y)� bG(f)(y)� (telles que les statistiques

d�e�nies ci-dessous), doit tenir compte des restrictions que comporte le proces-

sus P0. Nous ne discuterons pas davantage ces cas qui compliquent l'�etude,

laissant le lecteur int�eress�e se reporter �a Govaert et alii pour une discussion

g�en�erale sur l'enveloppement dans un contexte dynamique.

4.3 Statistiques d'enveloppement
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Nous proposons de d�e�nir les di��erentes statistiques d'enveloppement de

M2 parM1, en consid�erant une sp�eci�cation param�etrique ou non-param�etrique

pour chacun des deux mod�eles.

Dans chacune des quatre situations d�ecrites par la table 4.1, la proc�edure

de test d'enveloppement que nous construirons sera la même : nous �evaluerons

asymptotiquement la di��erence entre un estimateur de M2 et un estimateur

de la pseudo-vraie valeur.

Il s'agira en fait de la di��erence entre deux estimateurs deM2, l'un r�ealisant

l'estimation \conventionelle" deM2 (param�etrique ou non-param�etrique), l'autre

estimant M2 dans la croyance que M1 est le \vrai" mod�ele. Cette di��erence,

une fois normalis�ee, converge dans tous les cas vers une loi normale centr�ee,

de laquelle nous tirerons une statistique distribu�ee asymptotiquement suivant

une combinaison lin�eaire de lois �2.

Nous rappellerons tout d'abord les r�esultats param�etriques (PP) �enonc�es

chapitre 2 et obtenus par Mizon et Richard [66], puis nous examinerons le cas

compl�etement non-param�etrique (NN) en�n deux cas \mixtes" nous permet-

tront de confronter mod�eles param�etriques et non-param�etriques (cas PN et

NP). Les preuves compl�etes de chacun des r�esultats sont propos�ees en annexe,

les principes de ces d�emonstrations seront toutefois expos�es �a la �n de chaque

th�eor�eme.

Dans cette section nous supposerons l'homosc�edasticit�e des r�esidus soit,

Hypoth�ese 4.4 (Homosc�edasticit�e des r�esidus) :

Sous M1, Var[Y j X;Z] = �2 , inconnue.

4.3.1 Enveloppement param�etrique (PP)

M1 etM2 sont deux mod�eles lin�eaires bas�es sur lesXi et Zi respectivement.

La statistique d'enveloppement est bas�ee sur la di��erence entre b
 et c�L( b�)
l'estimateur de la pseudo-vraie valeur en b�, soit :

��;
 = b
 � c�L( b�)
Nous avons le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 4.3 : Sous H2 et H3, et sous l'hypoth�ese 4.4 :

i)
p
n � ��;
 D �! N (0; �2 � V (�))

ii) n �
�
�0�;


dV (�)+b�2 ��;


�
D �! �2r

o�u :
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V (�) = V ar(Z)�1 � E [V ar (Z j X)] � V ar(Z)�1dV (�)
+
est un inverse g�en�eralis�e d'un estimateur de la matrice V (�)

r est le rang de la matrice V (�)b�2 est un estimateur de �2

Principe de la d�emonstration :

Nous d�ecomposerons en premier lieu ��;
 de mani�ere �a faire apparâ�tre le

r�esidu (Yi �X 0
i
b�) :

��;
 =

P
iZi (Yi �X 0

i
b�)P

i ZiZ
0
i

En introduisant � dans la d�ecomposition de l'estimateur b�, nous obtenons
au num�erateur une somme de termes ind�ependants centr�es et de variance �2 �
E [V ar (Z j X)]. Le th�eor�eme central limite nous donne alors le r�esultat 2

4.3.2 Enveloppement non-param�etrique (NN)

Laissons cette fois les deux mod�eles libres de toute forme fonctionnelle, et

consid�erons les mod�eles de r�egression non-param�etrique M1 et M2. Dans ce

cas nous devons introduire des hypoth�eses suppl�ementaires sur le processus

P0, sur la structure des noyaux et sur les fenêtres hn et kn.

Hypoth�ese 4.5 (Existence et r�egularit�e de f; ' et de leurs d�eriv�ees d'ordre

d) :

- Les densit�es et esp�erances conditionnelles issues de (X; Y; Z) sont d-fois

continûment di��erentiables et born�ees.

- Les densit�es marginales '(�) sont �a support compact et sont strictement

positives sur ce support.

Hypoth�ese 4.6 (R�egularit�e des noyaux) :

Les noyaux intervenant dans les estimateurs cfn et cgn sont de Parzen-

Rosenblatt d'ordre d. A�n de travailler avec des noyaux positifs nous poserons

d = 2.

Hypoth�ese 4.7 Les fenêtres hn et kn v�eri�ent les conditions :

n � hp+2dn
n!1�! 0

et

n � kq+2dn
n!1�! 0
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Ces conditions4 nous permettent de tuer le biais asymptotique r�esultant

de l'estimation par noyau de la fonction de r�egression, conform�ement aux

r�esultats donn�es section 3.4.

A ces trois hypoth�eses nous assurant de la normalit�e asymptotique de cfn etcgn nous devons ajouter une hypoth�ese sur le rapport des fenêtres intervenant

dans ces estimateurs.

Hypoth�ese 4.8 Soit hn et kn les fenêtres associ�ees aux estimateurs cfn et cgn
respectivement. Ces fenêtres doivent v�eri�er :

log(n) � k
q
n

h
p
n

n!1�! 0

Dans le cas univari�e (p=q=1), cette hypoth�ese signi�e intuitivement que la

fenêtre kn doit converger vers 0 \plus rapidement" que la fenêtre hn:

Remarque :

A�n de mieux visualiser les contraintes impos�ees aux fenêtres hn et kn nous

pouvons poser :

hn = n�a

et

kn = n�b

Les hypoth�eses 4.3 et 4.7 nous donnent :

1
p+2d

< a < 1
p

et
1

q+2d
< b < 1

q

L'hypoth�ese 4.8 ci-dessus impose la relation :

pa < qb

2

La statistique d'enveloppement que nous construisons dans ce cadre non-

param�etrique est bas�ee sur la fonction �f;g(z)

�f;g(z) = cgn(z)� bG( bf)(z)
repr�esentant la di��erence entre un estimateur de la fonction de r�egression de

M2 et un estimateur de la pseudo-vraie valeur sous M1.

Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes nous pouvons �enoncer la version non-

param�etrique du th�eor�eme 4.3, concernant la statistique �f;g(�).
4Ceci n'est d'ailleurs qu'une reformulation de l'hypoth�ese 3.4 (bis).
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Th�eor�eme 4.4 Sous H1 et sous les hypoth�eses 4.4, 4.5, 4.6,et si les fenêtres

hn et kn v�eri�ent les hypoth�eses 4.7 et 4.8, on a :q
n � kqn � �f;g(z) D

�! N
�
0;

�2�
R
K2

'(z)

�
Principe de la d�emonstration :

De mani�ere classique nous allons d�ecomposer la statistique �f;g(z) a�n de

faire apparâ�tre la di��erence
�
Yi � cfn(Xi)

�
:

�f;g(z) =

P
i

�
Yi � cfn(Xi)

�
K
�
Zi�z
hn

�
P

iK
�
Zi�z
hn

�
En d�ecomposant l'estimateur cfn , au point Xi en la somme cfn(Xi) =

f(Xi) +
�cfn(Xi)� f(Xi)

�
, nous obtenons :

p
n � kqn � �f;g(z) =

p
n � kqn �

P
i
(Yi�f(Xi))K(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

+
p
n � kqn �

P
i( bfn(Xi)�f(Xi))K(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

= A +B

Nous �etudions ensuite le comportement asymptotique de ces deux termes

sous nos hypoth�eses et nous montrons que :

A D

�! N
�
0;

�2�
R
K2

'(z)

�
Tandis que :

B P

�! 0

ce qui nous donne le r�esultat. 2

Les cas \mixtes" permettant d'�evaluer les capacit�es d'enveloppement d'un

mod�ele non-param�etrique par un mod�ele param�etrique (et inversement) sont

maintenant propos�es.
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4.3.3 Les cas \mixtes" (PN) et (NP)

Dans le premier, et le plus simple, des deux cas propos�es ici, nous analysons

le comportement de la statistique d'enveloppement bas�ee sur un mod�ele M1

lin�eaire tandis que M2 est sp�eci��e et estim�e non-param�etriquement.

Enveloppement Param�etrique d'un mod�ele Non-param�etrique (PN)

On peut penser que l'enveloppement ne sera pas souvent v�eri��e ; toutefois

s'il se trouve r�ealis�e le r�esultat est tr�es puissant. Cela signi�e en e�et, qu'un

mod�ele lin�eaire bas�e sur les Xi explique l'ensemble des r�esultats d'un mod�ele

M2 bas�e sur les Zi, même si ce dernier est tr�es g�en�eral.

La statistique d'enveloppement est ici bas�ee sur la fonction :

��;g(z) = cgn(z)�dGL(
b�)(z)

Th�eor�eme 4.5 (Cas P:N:)

Sous H2, H3 et sous les hypoth�eses 4.4, 4.5, 4.6, et si la fenêtre kn v�eri�e

l'hypoth�ese 4.7, on a : q
n � kqn � ��;g(z) D

�! N
�
0;

�2�
R
K2

'(z)

�
Principe de la d�emonstration :

Une nouvelle fois, la d�emonstration suit un sch�ema classique ; nous d�ecomposons

la statistique ��;g(z) pour faire apparâ�tre le r�esidu Yi �X 0
i
b� :

�f;g(z) =

P
i

�
Yi �X 0

i
b��K �

Zi�z
hn

�
P

iK
�
Zi�z
hn

�
L'introduction de X 0

i� dans ce terme nous permet de scinder le calcul en un

terme C donnant la normalit�e asymptotiquement, et un terme D qui converge

vers 0 :
p
n � kqn � �f;g(z) =

p
n � kqn �

P
i

�
Yi�X0

i �

�
K(Zi�zhn

)P
i
K(Zi�zhn

)

+
p
n � kqn �

P
i

�
X
0

i
b��X0

i �

�
K(Zi�zhn

)P
i
K(Zi�zhn

)

= C +D

2

Le dernier cas que nous consid�ererons concerne l'enveloppement du mod�ele

M2 lin�eaire par un mod�ele M1 estim�e non-param�etriquement.
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Enveloppement Non-param�etrique d'un mod�ele Param�etrique (NP)

Comme dans les autres cas, la statistique �f;
 est bas�ee sur une di��erence

entre estimateurs de M2. Il s'agit ici de la di��erence entre un estimateur

(param�etrique) de la r�egression et un estimateur (non-param�etrique) de la

pseudo-vraie valeur sous M1 :

�f;
 = b
 � b�(cfn)
Nous aurons besoin d'une hypoth�ese suppl�ementaire que nous substituerons

�a l'hypoth�ese 4.8 pour le th�eor�eme suivant :

Hypoth�ese 4.9 La fenêtre hn v�eri�e la condition :

p
n �Max

 
log(n)

n � hpn ; h2dn

!
n!1�! 0

Cette hypoth�ese sera satisfaite si la fenêtre hn = n�a v�eri�e :

1

4d
� a <

1

2p

ce qui impose une relation entre d le degr�e de di��erentiabilit�e suppos�e des

fonctions et la dimension de X, soit :

d � p

2

Dans le cas univari�e nous devrons donc supposer que nos fonctions sont

2-fois continûment di��erentiables.

Nous pouvons �enoncer le second th�eor�eme \mixte" :

Th�eor�eme 4.6 : Sous H1 et sous les hypoth�eses 4.4, 4.5, 4.6, et si la fenêtre

hn v�eri�e les hypoth�eses 4.7 et 4.9 on a :

i)
p
n � �f;
 D �! N (0; �2 � V (�))

ii) n � �0�;
 �
dV (�)

+b�2 � ��;
 D �! �2r

o�u :

V (�) = V ar(Z)�1 � E [V ar (Z j X)] � V ar(Z)�1
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dV (�)
+
est un inverse g�en�eralis�e d'un estimateur5 de la matrice V (�)

r est le rang de la matrice V (�)b�2 est un estimateur de �2

Principe de la d�emonstration :

Apr�es avoir regroup�e les termes composant �f;
, et fait apparâ�tre
�
Yi � cfn(Xi)

�
dans

son expression, l'introduction de f(Xi) nous donne :

p
n � �f;
 =

p
n
n
�
P

i
Zi(Yi�f(Xi))
1

n

P
i
ZiZ

0
i

�
p
n

n
�
P

i
Zi( bfn(Xi)�f(Xi))
1

n

P
i
ZiZ

0
i

= E + F

Dans une premi�ere �etape nous d�evelopperons cfn(Xi)�f(Xi) par application

d'une formule de Taylor :

cfn(Xi)� f(Xi) =
b�(Xi)� f(xi) � b'(Xi)

'(Xi)
+Rn(Xi)

o�u cfn(Xi) =
b�(Xi)b'(Xi)

On montre alors que
p
n

n

P
Rn(Xi) � Zi P

�! 0

La normalit�e asymptotique vient alors du terme E auquel s'ajoute la premi�ere

partie de cette expression, il reste donc : 
1

n

X
i

ZiZ
0
i

!
�G =

p
n

n
�
X
i

Zi (Yi � f(Xi))�
p
n

n
�
X
i

bs(Xi)� f(xi) � b'(Xi)

'(Xi)

L'utilisation des d�e�nitions de b� et de b' suivie d'un traitement par U-

statistiques nous permet d'�ecrire G sous la forme :

G = V ar(Z)�1 �
"p

n

n

nX
i=1

(Yi �m(Xi)) (Yi � f(Xi))

#
+Op(1)

et de montrer ainsi que G D
�! N (0; �2 � V (�)) 2

5 d
V (�) peut être construit �a partir des estimateurs non-param�etriques suivants :d

V ar(z) = 1

n

�P
n

i=1
Zi � Z

0

i
� b
E [Z j X = Xi] � bE [Z j X = Xi]

0

�
et b

E [Z j X = Xi] =

P
n

j=1
Zj �K

�
Xj�Xi

hn

�P
n

j=1
K

�
Xj�Xi

hn

�
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Mod�ele M2

Param�etrique Non-param�etrique

Mod�ele

Param�etrique ��;
 = b
 � c�L( b�) ��;g = bg �dGL(
b�)

M1

Non-param�etrique �f;
 = b
 � b�( bf) �f;g = bg � bG( bf)
Table 4.2: Les quatre statistiques

4.4 Statistiques globales

Les comportements asymptotiques des statistiques report�ees dans la table 4.2,

pr�esentent de nombreuses similitudes. Que ces statistiques soient r�eelles o�u

fonctionnelles, la normalit�e asymptotique est obtenue dans tous les cas en-

visag�es. Les lignes directrices des d�emonstrations sont les mêmes, et permet-

tent d'identi�er assez rapidement les �el�ements qui vont donner cette normalit�e,

et ceux qui sont n�egligeables asymptotiquement. La situation se complique

toutefois lorsque l'on cherche �a obtenir une statistique de test globale �a partir

des statistiques fonctionnelles ��;g et �f;g. Il nous a sembl�e utile, en e�et, de

chercher �a obtenir une statistique globale obtenue �a partir de ces statistiques

\locales" (puisque fonctionnelles). Ces statistiques, semblables �a celles d�ej�a

obtenues dans les cas PP et NP, peuvent êtres construites sur la base :

� d'un crit�ere quadratique empirique

	 = �1(n) �
nX
i=1

(��;g(Zi))
2
$(Zi)

� d'un crit�ere type int�egral

� = �2(n) �
Z
(��;g(z))

2
$(z)�(dz)

ou de tout autre crit�ere permettant une vision globale de la di��erence

d'enveloppement

Les vitesses de convergence �1(n) et �2(n) sont alors choisies de mani�ere �a

obtenir une convergence vers une distribution sur laquelle sera bas�ee le test6.

Avant de pr�esenter section 4.4.3 le principal r�esultat obtenu sur ces statis-

tiques de test, une r�e
exion sur les choix des fenêtres s'impose.

6Ces termes peuvent �egalement faire intervenir \la", ou \les" fenêtres intervenant dans

le calcul de �f;g.
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4.4.1 Fenêtres et strat�egies

Nous avons insist�e, dans le chapitre 3, sur l'importance du choix de la

fenêtre sur la qualit�e des estimateurs, et nous avions volontairement relev�e

l'aspect arbitraire de ce choix. Un point concernant le cas NN m�erite d'être

soulign�e ; si le choix de la fenêtre dans l'un o�u l'autre des mod�eles n'est pas

fait de mani�ere automatique, des choix strat�egiques peuvent in
uencer un test

bas�e sur la statistique 	 ou �.

En e�et, la qualit�e des estimateurs dans chacun des mod�eles est d�etermin�ee

par ces choix, mais ceux-ci peuvent devenir strat�egiques dans une optique de

comparaison ou de validation de mod�eles. Il peut parâ�tre logique, �a premi�ere

vue, que le \propri�etaire" du mod�ele M1 choisisse la fenêtre h dans le but

d'estimer au mieux sa fonction de r�egression et que celui de M2 choisisse k

dans le même esprit. Toutefois si aucune r�egle n'est impos�ee, un jeu strat�egique

peut s'instaurer entre des mod�elisateurs utilisant leurs fenêtres pour envelopper

(ou ne pas se faire envelopper par) le concurrent.

Un autre point de vue se base sur le fait que M1 ne peut envelopper M2

pour n'importe quel choix de fenêtre. La notion d'enveloppement telle que nous

l'avons pr�esent�ee section 1.7 devrait donc incorporer explicitement la fenêtre,

o�u une proc�edure d'estimation de celle-ci, comme un �el�ement indissociable des

estimateurs, et donc des mod�eles.

En�n, nous avons volontairement occult�e une fenêtre dans la premi�ere par-

tie de ce chapitre : il s'agit de la fenêtre m intervenant dans l'estimation de

la pseudo-vraie valeur bG(f)(z) (ou dGL(�)(z) dans le cas PN). Cette fenêtre

intervient dans le calcul de ces estimateurs et avait �et�e arbitrairement pos�ee

comme �egale �a k, en toute logique la di��erence d'enveloppement �f;g(z) devrait

s'�ecrire :
�f;g(z) = cgk(z)� dGm(

cfh)(z)
=

P
i
YiK(

Zi�z

kn
)P

i
K(Zi�zkn

)
�
P

i
bfh(Xi)K(

Zi�z

mn
)P

i
K(Zi�zmn

)

et fait donc intervenir trois fenêtres :

� h associ�ee �a l'estimateur cfh
� k associ�ee �a l'estimateur cgk
� et m la \pseudo-vraie fenêtre" associ�ee �a l'estimateur dGm de la pseudo

vraie valeur G

A�n de mieux visualiser l'in
uence de chacune de ces fenêtres sur les statis-

tiques d'enveloppement, nous proposons d'examiner, sur un exemple univari�e,
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Figure 4.1: 	(h; k;m), m �x�e
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Figure 4.2: 	(h; k;m), k �x�e
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la structure de la fonction 	(h; k;m) ; comme il s'agit d'une fonction de trois

param�etres nous pr�esentons deux sch�emas di��erents7 :

	(h; k;m) pour m �x�e graphique 4.1 et 	(h; k;m) pour k �x�e, graphique

4.2.

Ces graphiques illustrent la forte in
uence que peut avoir un choix ar-

bitraire des fenêtres sur la statistique 	. Sur notre exemple, le crit�ere est

croissant avec la fenêtre h et est d�ecroissant avec k pour m �x�e. Une strat�egie

simple pour le mod�elisateur de M1 d�esireux d'envelopper le mod�ele M2, (et

donc d�esireux de minimiser 	), consiste �a choisir une fenêtre h extrêmement

petite et d'imposer une grande valeur pour k. En d'autres termes, il rend

l'estimateur du mod�ele M2 peu informatif, de mani�ere �a pouvoir incorporer

plus facilement ses r�esultats.

4.4.2 S�election des fenêtres

L'automatisation des choix semble être la seule issue �a ces con
its poten-

tiels ; en supprimant tout arbitraire, on supprime toute pr�edominance abu-

sive d'un mod�ele sur l'autre, et donc toute strat�egie. Il convient toutefois de

s'assurer que les crit�eres sur lesquels sont bas�es la recherche des fenêtres sont ju-

dicieux. Une question se pose concernant la s�election de la pseudo-vraie fenêtre

m : cette fenêtre doit-elle minimiser une proc�edure de \bonne estimation"

de la pseudo-vraie valeur, ou doit elle minimiser le crit�ere d'enveloppement

	(h; k;m)?

Nous pensons que la s�election de la pseudo-vraie fenêtre doit être ind�ependante

du crit�ere choisi pour mesurer l'enveloppement. Deux raisons motivent cette

r�eponse :

- Le choix de m doit être ant�erieur au test, de même que le choix de

l'estimateur de G(f)(�)
- L'estimateur de dGm doit converger vers la pseudo-vraie valeur G, ce qui

n'est pas assur�e si m minimise 	(h; k;m).

Pour cela, nous nous proposons d'utiliser la technique de validation crois�ee,

pr�esent�ee section 3.5, pour la s�election de la fenêtre m ainsi que pour la

s�election des fenêtres h et k.

Les fenêtres bh et bk seront donc d�e�nies par :

bh = Arg min
h2Hn

CVx(h) et bk = Arg min
k2Kn

CVz(k)

7Bien entendu cette fonction d�epend des observations (Xi; Yi; Zi) et d'une mani�ere plus

g�en�erale du processus P0. Nous \oublierons" momentan�ement cette d�ependance et concen-

trerons notre attention sur l'impact du trio (h; k;m) pour une observation. Le coe�cient

�1(n) sera pos�e �egal �a 1.
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o�u CV (h)

CVY X(h) =
1

n

X
i

�
Yi � d

f�ih (Xi)

�2
�$(Xi)

et

CVY Z(k) =
1

n

X
i

�
Yi �d

g�ik (Zi)

�2
�$(Zi)

la fenêtre cm est obtenue par minimisation sur l'intervalle Mn de :

CVfZ(m) =
1

n

X
i

�
f (Xi)� dG�i

m (f) (Zi)
�2 �$(Zi)

Remarques :

� Le crit�ere de validation crois�ee pour m ne pourra être e�ectu�e qu'apr�es

l'estimation de f (Xi) par
cfh(Xi), on remplacera le crit�ere CVf(m) par :

CV bfhZ(m) =
1

n

X
i

�cfbh(Xi)� dG�i
m (cfbh) (Zi)

�2 �$(Zi)

la fenêtre s�electionn�ee cm , d�ependra donc, de mani�ere indirecte, de la

fenêtre bh:
� Dans le contexte PN, seules deux fenêtres, h et k sont �a s�electionner

puisque M1 est param�etrique. Dans le cas univari�e, le crit�ere de valida-

tion crois�ee pour la pseudo-vraie fenêtre m est alors :

CV�Z(m) =
1

n

X
i

�
Xi:� � dG�i

m (�) (Zi)
�2 �$(Zi)

ou, en utilisant la d�e�nition de l'estimateur leave-one-out
d
G�i
L (�) (Zi) de

la pseudo-vraie valeur dGL(�) :

CV�Z(m) = 1
n

P
i6=j

0@Xi:� �
P

j 6=i
Xj��K

�
Zi�Zj

m

�
P

i
K

�
Zi�Zj

m

�
1A2

�$(Zi)

= �2 � 1
n

P
i6=j

0@Xi �
P

j 6=i
Xj �K

�
Zi�Zj

m

�
P

i
K

�
Zi�Zj

m

�
1A2

�$(Zi)

= �2 � 1
n

P
i6=j

�
Xi �dg�im (Zi)

�2 �$(Zi)

= �2 � CVXZ(m)
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Nous trouvons ainsi, fort logiquement, le crit�ere CVXZ(m) de validation

crois�ee pour la d�etermination de la fenêtre intervenant dans l'estimation

de la r�egression r(�) = E [X j Z = �].

Les intervalles Hn et Kn donn�es par H�ardle et Marron [50] vont nous per-

mettre d'imposer quelques \garde-fous" pour conserver nos hypoth�eses tout

en automatisant la recherche des fenêtres. Ces intervalles sont de la forme :

Hn =
h
h; h

i
=
h
an � n�

1

p ; (an)
�1i

Kn =
h
k; k

i
=
h
bn � n�

1

q ; (bn)
�1i

o�u an = n�1 et bn = n�2 , �1 et �2 sont des constantes positives. H�ardle ([46]

p.159) nous indique qu'il est possible d'e�ectuer la recherche de cette fenêtre

sur un intervalle du type
h
cn � n�

1

p+2d ; dn � n�
1

p+2d

i
.

En e�et, a�n de nous assurer que les fenêtres bh et bk v�eri�ent les hypoth�eses
4.7 nous pouvons ins�erer l'intervalle Hn =

h
h; h

i
dans un intervalle du typeh

cn � n�
1

p+2d ; dn � n�
1

p+2d

i
: Pour obtenir une telle situation on devra v�eri�er les

conditions suivantes :

h = an � n�
1

p > cn � n�
1

p+2d , �1 >
2d

p(2d+ p)

et

h = (an)
�1
< dn � n�

1

p+2d , �1 >
1

2d+ p

Ainsi si dn
n!1�! 0; la condition 4.7

n � bhp+2d �! 0

sera v�eri��ee pour la grille de s�election Hn. On op�ere de même pour la grille

Kn.

L'hypoth�ese 4.8 concernant le rapport des fenêtres hn et kn peut �egalement

être incorpor�ee par l'interm�ediaires des intervalles Hn et Kn. Il faut pour cela

imposer que :

log(n) � (k)
q�

h
�p n!1�! 0

c'est-�a-dire :

q�2 + p�1 < 1
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4.4.3 Statistique globale non-param�etrique

Nous pr�esentons ici un r�esultat concernant une �evaluation \globale" de la

di��erence d'enveloppement entre deux mod�eles non-param�etriques univari�es.

Nous nous int�eressons �a :Z
(�f;g(z))

2
$(z)dz =

Z �cgn(z)� bG( bf)(z)�2$(z)dz
Contrairement aux cas param�etriques (PP) �etudi�es pr�ec�edemment, nous

n'obtenons une convergence vers une loi classique (normale centr�ee ou �2),

mais vers ce que nous appellerons une loi normale \fuyante". En fait, nous

obtenons que :

n
p
k �
Z
(�f;g(z))

2
$(z)dz = B � 1p

k
+ n

p
k � In;2 +Op (k)

o�u

n �
p
k � In;2 D

�! N (0; �1)

L'analogie avec le cas param�etrique n'est donc pas v�eri��ee. Ce r�esultat n'est

pas sans rappeler un r�esultat de H�ardle et Mammen [49], dans le cadre d'une

comparaison entre un mod�ele param�etrique et un mod�ele non-param�etrique.

Nous discuterons des implications de ce r�esultat et de ses liens avec la litt�erature

apr�es avoir �enonc�e ce th�eor�eme.

Les hypoth�eses que nous formulons sont semblables �a celle pos�ees dans la

section 4.2 pour la formulation du th�eor�eme 4.4 (cas NN).

Hypoth�ese 4.10 (Existence et r�egularit�e de f; g; ' et de leurs d�eriv�ees d'ordre

2) :

- Les densit�es et esp�erances conditionnelles issues de (X; Y; Z) sont 2-fois

continûment di��erentiables et born�ees.

- Les densit�es marginales '(�) sont �a support compact et sont strictement

positives sur ce support.

Cette hypoth�ese est une reformulation de l'hypoth�ese 4.5, dans le cas d=2.

Hypoth�ese 4.11 Le noyau K est une densit�e born�ee sur < �a support compactZ
uK(u)du = 0 et

Z
u2K(u)du = C

A�n de simpli�er nos calculs nous prendrons le même noyau pour cfn et pourcgn, nos r�esultats restent toutefois valides pour des noyaux di��erents.
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Hypoth�ese 4.12 (Existence et r�egularit�e des moments conditionnels)

f4(x) = E
h
(Y � f(x))

4 j X = x
i

est telle que Z
f4(x)'(x)dx <1

Hypoth�ese 4.13 Les fenêtres hn et kn v�eri�ent les hypoth�eses de convergence

suivantes :
nh5n

n!1�! 1
et

nk5n
n!1�! 1

Cette hypoth�ese correspond �a l'hypoth�ese 4.7, dans le cadre univari�e p=q=1 et

d=2.

Hypoth�ese 4.14 Nous imposerons la condition suppl�ementaire suivante :

log(n)

p
kn

hn

n!1�! 0

Th�eor�eme 4.7 Sous (H1;H4), sous les hypoth�eses 4.10, 4.11 et 4.12 et si les

fenêtres hn et kn v�eri�ent les hypoth�eses 4.13 et 4.14, on a :

n �
p
k
R
(�f;g(z))

2
$(z)dz = 1p

k
�2 � R K2(u)�n(u)du

+n
p
k � In;2

+Op (k) +Op

�
1p
n�k

�
Dans ces expressions nous avons :

� Le terme n
p
k In;2 converge asymptotiquement vers une loi normale

centr�ee :

n �
p
k � In;2 D

�! N (0; �1)

o�u :

�1 = 2 � �4
�Z

'2(x)�(x)dx

�
�
"Z �Z

K(u)K(u+ v)du

�2
dv

#

� La fonction de poids $(z) a �et�e choisie de la forme :

$(z) = c'n(z) � �n(z)
o�u �n(z) est telle qu'il existe une fonction � (�), born�ee, positive telle que :

sup
x2<

������n(z)�(z)
� 1

����� P�! 0
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Principe de la d�emonstration :

Cette d�emonstration s'inspire des travaux de Hall [45] et de H�ardle et Mam-

men [49], nous d�ecomposons tout d'abord le terme  =
R
(�f;g(z))

2
$(z)dz en

deux termes

 = 1
n2k2

R �P
i

�
Yi � bf(Xi)

�
K
�
Zi�z
k

��2
�n(z)dz

= 1
n2k2

R �P
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�
+
P

j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

��2
�n(z)dz

= 1
n2k2

R
(Q1(z) +Q2(z))

2
�n(z)dz

En d�eveloppant ce carr�e, en la somme des carr�es et du double produit, nous

obtenons trois termes qui seront �etudi�es s�epar�ement :

F1 = 1
n2k2

R hP
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�i2
�n(z)dz

F2 = 1
n2k2

R hP
j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

�i2
�n(z)dz

et

F3 = 1
n2k2

R hP
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�i
�
hP

j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

�i
�n(z)dz

Nous montrons ensuite que :

� F1 nous donne deux termes non nuls asymptotiquement :

F1 = 1
nk
�2 � R K2(u)�n(u)du

+In;2

+Op

�
1p
n3�k2

�
o�u �

n �
p
k
�
� In;2 D

�! N
�
0; 1

4
� �1

�
� n

p
k �F2 ! 0 et l'on peut s'assurer de son comportement par un bon choix de

la fenêtre \h" qu'il fait intervenir, car :

F2 � Op

 
Max

 
log(n)

n � h ; h2�d
!!

�
Z b'2(z)�n(z)dz
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� n
p
k � F3 ! 0 assez lentement, on montre en e�et que

n
p
k � F3 = Op (k)

Comme

n
p
k �  = n

p
k � (F1 + F2 + 2 � F3)

nous obtenons le r�esultat. 2

Remarque

Ce r�esultat est semblable �a celui donn�e par H�ardle et Mammen [49], dans le

cadre d'une comparaison entre un mod�ele param�etrique \liss�e" et un mod�ele

non-param�etrique. Les deux mod�eles sont bas�es sur les mêmes ensembles de

r�egresseurs, Xi mais deux estimateurs fb� (param�etrique) et bf (non-param�etrique)
sont construits sur la base de n observations iid, (Xi; Yi)i=1;:::;n , et l'on cherche

�a d�eterminer les di��erences qui peuvent exister entre ces deux estimateurs. La

comparaison s'e�ectue sur la base d'un crit�ere int�egral semblable au nôtre :

Tn = n
p
hp
Z � bf(x)� F (fb�)(x)�2$(x)dx

o�u$(x) est une fonction de poids et F (fb�)(x) est l'estimateur non-param�etrique
de la r�egression param�etrique f�(x) pour � =

b�, soit :
F (fb�)(x) =

P
i fb�(Xi) �K

�
Xi �x

h

�
P

i K
�
Xi � x

h

�
Un même comportement asymptotique de normale \fuyante" est alors ob-

serv�e. Une deuxi�eme caract�eristique commune �a ces r�esultats est la vitesse de

convergence en n
p
h que nous obtenons pour les deux statistiques.

Même si le terme \fuyant" est estimable, l'approche asymptotique n'est donc

pas la meilleure pour l'�etude de notre statistique. Devant ce constat, nous

pouvons nous joindre �a H�ardle et Mammen : \Therefore the theorem can

only give a rough idea of the stochastic behavior of Tn if the sample is small."

Une solution propos�ee consiste �a \Bootstraper" cette statistique a�n d'en

obtenir la distribution. Les m�ethodes de Bootstrap semblent en e�et partic-

uli�erement adapt�ees �a notre probl�eme. Elles constitueraient ainsi une alterna-

tive �a l'approche asymptotique.
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4.5 Annexe au chapitre 4

D�emonstration du th�eor�eme 4.3 (Cas PP)

On peut �ecrire la statistique ��;
 sous la forme :

��;
 =
�b
 � c�L( b�)�

=

�P
i
ZiYiP

i
ZiZ

0

i

�
P

i
ZiX

0
i�b�P

i
ZiZ

0

i

�

=
�P

iZiZ
0

i

��1 �P
i Zi

�
Yi �X 0

i � b���
En d�ecomposant l'estimateur b� en la somme b� = � +

� b� � �
�
, soit :

b� = � + 1P
i
XiX

0
i

� (PiXiYi �P
iXiX

0
i � �)

= � + 1P
i
XiX

0
i

� (PiXi (Yi �X 0
i�))

D'o�u nous tirons :

��;
 =
�P

i ZiZ
0

i

��1 �P
i ZiYi �P

i ZiX
0
i � � �

P
i
ZiX

0
iP

i
XiX

0
i

� (PiXi (Yi �X 0
i�))

�

=
�P

i ZiZ
0

i

��1 �P
i Zi (Yi �X 0

i�)�
P

j
ZjX

0
jP

j
XjX

0
j

P
iXi (Yi �X 0

i�)

�

=
�P

i ZiZ
0

i

��1 �P
i

�
Zi �

P
j
ZjX

0
jP

j
XjX

0
j

�Xi

�
(Yi �X 0

i�)

�

Sous les hypoth�eses H2 et H3, le terme g�en�eral de cette somme v�eri�e :

E

" 
Zi �

P
j ZjX

0
jP

jXjX
0
j

�Xi

!
(Yi �X 0

i�)

#
= 0

sa variance est donc:

E

24 Zi �
P

j ZjX
0
jP

jXjX
0
j

�Xi

!2

(Yi �X 0
i�)

2

35
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soit encore :

= E

24E
24 Zi �

P
j ZjX

0
jP

jXjX
0
j

�Xi

!2

� (Yi �X 0
i�)

2 j Xi; Zi

3535
en utilisant l'hypoth�ese d'homosc�edasticit�e 4.4, il vient :

V ar

" 
Zi �

P
j ZjX

0
jP

jXjX
0
j

�Xi

!
(Yi �X 0

i�)

#
= �2 � E [V ar (Z j X)]

d'o�u le r�esultat par application du th�eor�eme central limite. 2

D�emonstration du th�eor�eme 4.4 (Cas NN)

D'une mani�ere qui deviendra classique dans nos d�emonstrations nous allons

d�ecomposer la statistique �f;g(z) de mani�ere �a faire apparâ�tre la di��erence8�
Yi � cfn(Xi)

�
:

p
n � kqn � �f;g(z) =

p
n � kqn �

�cgn(z)� bG( bf)(z)�

=
p
n � kqn �

 P
i
YiK(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)
�
P

i
bfn(Xi)iK(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

!

=
p
n � kqn �

P
i(Yi� bfn(Xi))K(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

En d�ecomposant l'estimateur cfn , au point Xi en la somme cfn(Xi) =

f(Xi) +
�cfn(Xi)� f(Xi)

�
, nous obtenons :

p
n � kqn � �f;g(z) =

p
n � kqn �

P
i
(Yi�f(Xi))K(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

+
p
n � kqn �

P
i( bfn(Xi)�f(Xi))K(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

= A +B

A est l'estimateur du noyau de la r�egression du r�esidu Ui = Yi� f(Xi) sur

les Zi dont le comportement asymptotique sous H1 est donn�e par le th�eor�eme

3.5, soit :

A D

8Dans la d�emonstration du th�eor�eme 4.3, nous faisions apparâ�tre la di��erence�
Yi �X

0

i
� b�� :
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�! N
�
0;

�2�
R
K2

'(z)

�
Pour pouvoir conclure, il nous faut montrer la convergence vers 0 du second

terme B, l'hypoth�ese 4.6, nous indique que le noyau K est positif, ce qui nous

permet de majorer le terme B :

p
n � kqn �

P
i( bfn(Xi)�f(Xi))K(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)
�
p
n � kqn �

P
i(supXi

j bfn(Xi)�f(Xi)j)K(Zi�zhn
)P

i
K(Zi�zhn

)

�
p
n � kqn �

�
supXi

���cfn(Xi)� f(Xi)
����

Le th�eor�eme 3.3 nous indique que la quantit�e supXi

���cfn(Xi)� f(Xi)
��� con-

verge vers 0 et nous donne la cl�e pour conclure cette d�emonstration en nous

indiquant la vitesse de convergence de supXi

���cfn(Xi)� f(Xi)
���.

En e�et,

sup
Xi

���cfn(Xi)� f(Xi)
��� = Op

24max
0@
q
log(n)p
n � hpn

; hdn

1A35

Notre terme B est donc d'ordre
p
n � kqn �Op

�
max

�p
log(n)p
n�hpn

; hdn

��
, soit :

sup
Xi

���cfn(Xi)� f(Xi)
��� = Op

24max
0@
q
log(n) �

p
n � kqnp

n � hpn
;
q
n � kqn � hdn

1A35
L'hypoth�ese 4.8, nous permet d'a�rmer que B P

�! 0 puisque :

log(n) � kqn
h
p
n

n!1�! 0

et q
n � kqn � hdn �

q
n � hpn � hdn

La fenêtre hn v�eri�ant l'hypoth�ese 4.7, on a
p
n � hpn � hdn n!1�! 0 .

En utilisant le th�eor�eme de Slutsky (Ser
ing [79], p.19), nous obtenons que

la somme A+B D

�! N
�
0;

�2�
R
K2

'(z)

�
, ce qui nous donne le r�esultat. 2

D�emonstration du th�eor�eme 4.5 (Cas PN)

Une nouvelle fois, notre premier travail consiste �a d�ecomposer la statistique

�f;g(z) de mani�ere �a faire apparâ�tre le r�esidu
�
Yi �X

0

i
b�� :
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p
n � kqn � ��;g(z) =

p
n � kqn �

�cgn(z)�dGL(
b�)(z)�

=
p
n � kqn �

 P
i
YiK(

Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)
�
P

i
X
0

i
b��K(Zi�zkn

)P
i
K(Zi�zkn

)

!

=
p
n � kqn �

P
i

�
Yi�X0

i
b��K(Zi�zhn

)P
i
K(Zi�zhn

)

En d�ecomposant b� en la somme b� = � +
� b� � �

�
, nous obtenons :

p
n � kqn � �f;g(z) =

p
n � kqn �

P
i

�
Yi�X0

i �

�
K(Zi�zhn

)P
i
K(Zi�zhn

)

+
p
n � kqn �

P
i

�
X
0

i
b��X0

i �

�
K(Zi�zhn

)P
i
K(Zi�zhn

)

= C +D

Nous utiliserons la même technique que celle utilis�ee dans la d�emonstration

du th�eor�eme 4.4, puisque C est l'estimateur du noyau de la r�egression du r�esidu

Ui = Yi� f(Xi) sur les Zi dont le comportement asymptotique sous H2 et H3

est donn�e par le th�eor�eme 3.5, soit :

C D

�! N
�
0;

�2�
R
K2

'(z)

�
Tandis que le terme D P

�! 0, puisque :

D =
p
n � kqn �

P
i(X

0
i
b��X0

i�)�K(
Zi�z

hn
)P

i
K(Zi�zhn

)

=
� b� � �

�
�
p
n � kqn bE [X 0 j Z = z]

P �!0

d'o�u le r�esultat par application du th�eor�eme de Slutsky . 2

D�emonstration du th�eor�eme 4.6 (Cas NP)
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Une nouvelle fois on peut d�ecomposer la statistique �f;
 de mani�ere �a faire

apparâ�tre le r�esidu
�
Yi � cfn(Xi)

�
de la r�egression estim�ee sous H1 :

p
n � �f;
 =

p
n �
�b
 � b�(cfn)�

=
p
n �
�P

i
ZiYiP

i
ZiZ

0
i

�
P

i
Zi� bfn(Xi)P
i
ZiZ

0
i

�

=
p
n �

P
i
Zi(Yi� bfn(Xi))P

i
ZiZ

0
i

La d�ecomposition de ce r�esidu
�
Yi � cfn(Xi)

�
= (Yi � f(Xi))�

�cfn(Xi)� f(Xi)
�
,

nous donne : p
n � �f;
 =

p
n

n
�
P

i
Zi(Yi�f(Xi))
1

n

P
i
ZiZ

0
i

�
p
n

n
�
P

i
Zi( bfn(Xi)�f(Xi))
1

n

P
i
ZiZ

0
i

= E � F

Nous allons �etudier s�epar�ement ces deux termes qui n'ont pas le même

comportement asymptotique sous H1. Nous commencerons par traiter F , une

partie de ce terme va s'ajouter a E pour former G et donner la normalit�e,

tandis que le restant disparâ�t asymptotiquement.

En e�et sous H1 et sous les hypoth�eses 4.4, 4.5, 4.6, et 4.7, on a :

Sous l'hypoth�ese suppl�ementaire 4.9

� F = F1 + F2 o�u F2
P

�! 0, tandis que

� G = E + F1
D

�! N (0; �2 � V (�))

Premi�ere �etape :

La limite du d�enominateur de F ne pose aucun probl�eme, c'est V ar(Z),

nous occuperons donc principalement du num�erateur que nous notons F+.

Nous pouvons r�e�ecrire la di��erence
�cfn(Xi)� f(Xi)

�
sous la forme :

cfn(Xi)� f(Xi) =
b�(Xi)b'(Xi)

� �(Xi)

'(Xi)

o�u �(�) = R
'(�; y)dy et b�(�) = 1

nhp

P
i YiK

�
Xi ��
h

�
est son estimateur non-

param�etrique :
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en utilisant le d�eveloppement de la fonction :

p(x; y) �! x

y

On a :
p(x; y)� p(x1; y1) = (x� x1)=y

�x=y2 � (y � y1)

�(y � y1)
2 � x�=y3�

�1
2
(x� x1)(y � y1)=y�

o�u x� 2 [x; x1] et y� 2 [y; y1]

on obtient ainsi :

cfn(Xi)� f(Xi) = 1
'(Xi)

�
�b�(Xi)� �(Xi)

�
� �(Xi)

'(Xi)2
( b'(Xi)� '(Xi))

+ ( b'(Xi)� '(Xi))
2
R1
n(Xi)

+ ( b'(Xi)� '(Xi))
�b�(Xi)� �(Xi)

�
R2
n(Xi)

Dans cette expression on pose :

R1
n(Xi) = � �nb�(Xi)+(1��n)�(Xi)

(�nb'(Xi)+(1��n)'(Xi))
3

et

R2
n(Xi) =

�1
2

1

(�nb'(Xi)+(1��n)'(Xi))
2

en regroupant les termes, on obtient :

cfn(Xi)� f(Xi) =
b�(Xi)� f(xi) � b'(Xi)

'(Xi)
+Rn(Xi)

o�u �n 2 [0; 1], et o�u Rn est d�e�ni par :

Rn(Xi) = ( b'(Xi)� '(Xi))
2
R1
n(Xi)

+ ( b'(Xi)� '(Xi))
�b�(Xi)� �(Xi)

�
R2
n(Xi)
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F+ s'�ecrit donc :

F+ =

p
n

n

 
nX
i=1

Zi

 b�(Xi)� f(xi) � b'(Xi)

'(Xi)

!!
+

p
n

n

X
i

Zi �Rn(Xi) (4.1)

Nous avons donc F+ = F+
1 + F+

2

Montrons que F+
1 =

p
n

n

P
Rn(Xi) � Zi P

�! 0 pour cela on utilise la majoration suivante :���pn
n

P
i Zi � ( b'(Xi)� '(Xi))

2
R1
n(Xi)

���
� p

n (SupXi
j b'(Xi)� '(Xi)j)2 � 1

n

P jZij jR1
n(Xi)j

dans un voisinage compact de f , la fonction jR1
n(Xi)j est born�ee par une

fonction �1(Xi) ind�ependante de n, donc
1
n

P jZij � �1(Xi) est un Op(1):

De plus, SupXi
j b'(Xi)� '(Xi)j est d'ordre Max

�p
log(n)p
n�hp ; hd

�
, donc sous

l'hypoth�ese (4.9),
p
n (SupXi

j b'(Xi)� '(Xi)j)2 tend vers 0.

Le même traitement est appliqu�e au terme contenant R2
n, ce qui nous donne

le r�esultat annonc�e.

Deuxi�eme �etape :

La normalit�e asymptotique provient du terme E+ issu de notre d�ecomposition

initiale, auquel s'ajoute F+
1 issu de (4.1), ce deux termes forment G+ d�e�ni

par :

G+ =

p
n

n
�
X
i

Zi (Yi � f(Xi))�
p
n

n

 
nX
i=1

Zi

 b�(Xi)� f(xi) � b'(Xi)

'(Xi)

!!

en utilisant l'expression non-param�etrique de b�(Xi), nous obtenons :

G+ =
p
n

n
�Pi Zi (Yi � f(Xi))

�
p
n
n
�Pn

i=1
1
n

Pn
j=1

Zi
'(Xi)

(Yj � f(Xi)) � 1
hp
K
�
Xi�Xj

h

�
L'�elimination du terme i = j n'in
uence pas la limite de ce dernier terme,

et on peut �ecrire :

G+ =
p
n
n
�Pi Zi (Yi � f(Xi))

�
p
n

n�(n�1) �
P

i;j 6=i
Zi

'(Xi)
(Yj � f(Xi)) � 1

hp
K
�
Xi�Xj

h

� (4.2)

Un traitement par U-statistique (voir Ser
ing [79]) est appliqu�e au second

terme, pour cela on pose :

Un =
1

n � (n� 1)

nX
i;j 6=i

�2 (Si; Sj) (4.3)
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avec Si = (Xi; Yi; Zi) et �2 (Si; Sj) est la fonction sym�etrique :

�2 (Si; Sj) = 1
2

Zi
'(Xi)

(Yj � f(Xi)) � 1
hp
K
�
Xi�Xj

h

�
+1

2

Zj
'(Xj)

(Yi � f(Xj)) � 1
hp
K
�
Xi�Xj

h

�
cette U-statistique est asymptotiquement �equivalente �a sa projection sur

les observations cUn :

cUn = E [�2 (Si; Sj)] +
1

n

nX
i=1

�i (Si) (4.4)

o�u �i (s) est :

�i (s) = E [�2 (Si; Sj) j Si = s]

en d�ecomposant le calcul de �i (s)

�i (s) = E [�2 (Si; Sj) j Si = s] = E [E [�2 (Si; Sj) j Xi = x] j Yi = y; Zi = z]

on obtient :

�i (Si) = m(Xi) (Yi � f(Xi))

o�u m(x) = E [Z j X = x]

ceci nous am�ene �a la conclusion car :

E [�n (Si; Sj)] �! 0

d'apr�es (4.3) et (4.4)

p
n

n
�

nX
i;j 6=i

�n (!i; !j) �
p
n

n
�

nX
i=1

m(Xi) (Yi � f(Xi))

On obtient �nalement en regroupant les termes de (4.2)

p
n �
�b
 � b�(cfn)� = V ar(z)�1 �

"p
n

n

nX
i=1

(Zi �m(Xi)) (Yi � f(Xi))

#
+Op(1)

sous H1, le terme g�en�eral de cette somme de termes iid est centr�e.

Par le même raisonnement que dans le cas PP, et sous l'hypoth�ese d'homosc�edasticit�e

4.4 sa variance est �2:E [V ar(Z j X)] ; ce qui nous donne le r�esultat. 2

D�emonstration du th�eor�eme 4.7 (Statistique globale)

Etude de  =
R
(�f;g(z))

2
$(z)dz
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Par le choix de notre fonction de poids $(z) = b'2(z) � �n(z) on a :

 =
1

n2k2

Z  X
i

�
Yi � bf(Xi)

�
K

�
Zi � z

k

�!2

�n(z)dz

que l'on d�ecompose :

 = 1
n2k2

R �P
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�
+
P

j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

��2
�n(z)dz

= 1
n2k2

R
(Q1(z) +Q2(z))

2
�n(z)dz

avec :
Q1(z) =

P
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�
et

Q2(z) =
P

j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

�
D'o�u nous tirons trois termes, correspondant respectivement �a l'int�egrale

de la somme des carr�es de Q1 et de Q2, et du double produit :

F1 = 1
n2k2

R hP
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�i2
�n(z)dz

F2 = 1
n2k2

R hP
j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

�i2
�n(z)dz

et

F3 = 1
n2k2

R hP
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�i
�
hP

j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K
�
Zj�z
k

�i
�n(z)dz

Vue globale :

 = F1 + F2 + 2 � F3

� F1 est explicitement �etudi�e par Hall [45] et donne :

F1 = 1
nk
�2 � R K2(u)�n(u)du

+In;2

+Op

�
1p
n3�k2

�
o�u �

n �
p
k
�
� In;2 D

�! N
�
0; 1

4
� �1

�
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� n
p
k �F2 ! 0 et l'on peut s'assurer de son comportement par un bon choix de

la fenêtre \h" qu'il fait intervenir, car :

F2 � Op

 
Max

 
log(n)

n � h ; h2�d
!!

�
Z b'2(z)�n(z)dz

� n
p
k � F3 ! 0 assez lentement, on montre en e�et que

n
p
k � F3 = Op (k)

Etude de F1

Nous pouvons d�ecomposer F1 en deux :

F1 = 1
n2k2

R hP
i (Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�i2
�n(z)dz

= 1
n2k2

R P
i (Yi � f(Xi))

2
K2

�
Zi�z
k

�
�n(z)dz

+2 � 1
n2k2

R P
i;j

P
i<j (Yj � f(Xj))K

�
Zj�z
k

�
(Yi � f(Xi))K

�
Zi�z
k

�
�n(z)dz

= In;1 + 2 � In;2

Ces deux termes In;1 et In;2 ont des comportements asymptotiques di��erents :

i)

In;1 =
1

nk
� �2

�Z
K2(u)�n(u)du

�
+Op

 
1p

n3 � k2
!

(4.5)

tandis que

ii) �
n �
p
k
�
� In;2 D

�! N
�
0; 1

4
� �1

�
(4.6)

� Etude de In;1 :

Nous noterons E 0 l'esp�erance conditionnelle aux Xi et aux Zi :

Nous allons �etudier tout d'abord :

(nk)
4�E 0 h(In;1 � E 0 [In;1])

2
i
=
X
i

E 0 h(Yi � f(Xi))
2 � �2

i2��Z K2

�
Zi � z

k

�
�n(z)dz

�2
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On remarque que :Z
K2

�
Zi � z

k

�
�n(z)dz � k

Z
K2 (u) �(u)du

sous l'hypoth�ese 4.12 et d'apr�es la loi faible des grands nombres :

(nk)
4 � E 0 h(In;1 � E 0 [In;1])

2
i
= Op

�
(nk)

2
�X

i

f4 (Xi) = Op

�
nk2

�
Nous pouvons utiliser l'in�egalit�e de Chebyshev, soit (�n)n2N une suite di-

vergente, on a :

Pr

8<:jIn;1 � E 0 [In;1]j > �n �
vuut nk2

(nk)
4 j Xi; Zi

9=; n!1�! 0

et donc

In;1 = E 0 [In;1] +Op

0@vuut nk2

(nk)
4

1A
Ce qui montre i)

� Etude de In;2

Le second terme In;2, est celui qui nous donne la normalit�e asymptotique.

(nk)
2
In;2 =

1

n2k2

X
i;j

X
i<j

(Yj � f(Xj)) (Yi � f(Xi))

Z
K

�
Zj � z

k

�
K

�
Zi � z

k

�
�n(z)dz

Nous pouvons r�e�ecrire cette expression :

(nk)
2
In;2 =

X
i;j

X
i<j

(Yj � f(Xj)) (Yi � f(Xi))Wn;i;j

ou encore

(nk)
2
In;2 =

nX
i=2

Yn;i (4.7)

avec

Yn;i = (Yi � f(Xi))
i�1X
j=1

(Yj � f(Xj))Wn;i;j 2 � i � n

Soit Fn;i la tribu engendr�ee par S1; � � � ; Sn (o�u Si = (Xi; Yi; Zi)) alors

E [Yn;i j Fn;i] = 0 p:s: 8i
et la s�equence 8<:

0@Mn;i =
iX

j=2

Yn;j ;Fn;i

1A ; 2 � i � n

9=;
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est une martingale. La variance conditionnelle de Mn;n est :

Vn =
nX
i=2

E
h
Y 2
n;i j Fn;i�1

i
=

nX
i=2

�2

24i�1X
j=1

(Yj � f(Xj))Wn;i;j

352

On la d�ecompose en deux termes (la somme des carr�es et le double produit) :

Vn = n:�2
Pi�1

j=1 (Yj � f(Xj))
2
W 2

n;i;j

+2n�2
P

1�j�l�i�1 (Yj � f(Xj)) (Yl � f(Xl))Wn;i;jWn;i;l

= Vn;1 + Vn;2

Hall ([45] lemme 1 et 2) sur les base d'un th�eor�eme central limite dû �a

Brown [14], nous indique que :

1

n � k3=2 �Mn;n D

�! N
�
0; 1

4
�1
�

o�u �1 est d�e�ni par :

1

n2 � k3 � Vn;1 �!
1

4
�1

et

�1 = 2 � �4
�Z

'2(x)�(x)dx

�
�
"Z �Z

K(u)K(u+ v)du

�2
dv

#

En reportant ce r�esultat dans (4.7), nous obtenons que :

1

n � k3=2 �Mn;n =
�
n �
p
k
�
� In;2 D

�! N
�
0; 1

4
� �1

�
ce qui montre (1.4.1) et nous donne ii):

Au total :
F1 = 1

nk
�2 � (�K2(u)�n(u)du)

+2 � In;2

+Op

�
1p
n3�k2

�
21
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Etude de F2

Nous cherchons �a faire disparâ�tre asymptotiquement le terme n �
p
k � F2, o�u

F2 est d�e�ni par :

F2 =
1

n2k2

Z 24X
j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K

�
Zj � z

k

�352 �n(z)dz
L'�etude de ce terme est simpli��e grandement par notre hypoth�ese 4.14, car

F2 �
 
sup
Xj

���f(Xj)� bf(Xj)
���!2 Z 24 1

nk
�
X
j

K

�
Zj � z

k

�352 �n(z)dz
et

�
�
supXj

���f(Xj)� bf(Xj)
����2 �! 0

� R h 1
nk
�PjK

�
Zj�z
k

�i2
�n(z)dz �!

R
'2(z) � �n(z)dz

On a donc : 
sup
Xj

���f(Xj)� bf(Xj)
���!2

= Op

 
Max

 
log(n)

n � h ; h2�d
!!

D'o�u nous tirons :

�
n �
p
k
�
� F2 � Op

 
Max

 
n �
p
k � log(n)
n � h ; n �

p
k h4

!!
�
Z b'2(z)�n(z)dz

Sous les hypoth�eses 4.13 et 4.14, on v�eri�e que :

n �
p
k � log(n)
n � h

n!1�! 0

et

n �
p
k h4 � n � h5 n!1�! 0

Le terme
�
n �
p
k
�
� F2 converge donc bien vers 0 en probabilit�e. 22

Etude de F3

F3 =
1

n2k2

Z "X
i

(Yi � f(Xi))K

�
Zi � z

k

�#
�
24X

j

�
f(Xj)� bf(Xj)

�
K

�
Zj � z

k

�35 �n(z)dz

=
1

n2k

X
i

X
j

(Yi � f(Xi))�
�
f(Xj)� bf(Xj)

�
�
Z

1

k
K

�
Zi � z

k

�
K

�
Zj � z

k

�
�n(z)dz
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Le terme impliquant le produit des noyaux peut être vu commeZ
1

k
��(z)K

�
Zj � z

k

�
dz

et est �equivalent asymptotiquement �a

K

�
Zj � Zi

k

�
�(Zi)

Nous allons donc nous concentrer sur l'�etude de

fF3 =
1

n2k

X
i

X
j

(Yi � f(Xi)) �
�
f(Xj)� bf(Xj)

�
�K

�
Zj � Zi

k

�
�(Zi)

Posons 8i = 1; � � � ; n "i = Yi � f(Xi). A�n de montrer que n �
p
kfF3 ! 0 en probabilit�e, nous allons �etudier les deux premiers moments de fF3.

Clairement

E
hfF3

i
= 0

Etudions fF3

2

fF3

2
=

1

n4k2

0@X
i

X
j

"i �
�
f(Xj)� bf(Xj)

�
�K

�
Zj � Zi

k

�
�(Zi)

1A2

avant de d�ecomposer cette somme nous pouvons introduire l'expression de

f(Xj)� bf(Xj) et obtenir la somme triple (au carr�e) :

fF3

2
=

1

n4k2

0@X
i

X
j

1

nh

X
l

"i � "l �K
�
Xl �Xj

h

�
K

�
Zj � Zi

k

�
�(Zi)b'(Xj)

1A2

qui s'�ecrit en d�eveloppant :

fF3

2
= 1

n4k2
1

n2h2

P
i;j;l;i0;j0l0 "i"i0"l"l0 �K

�
Xl�Xj

h

�
K
�
Xl0�Xj0

h

�
�K

�
Zj�Zi

k

�
K
�
Zj0�Zi0

k

�
� �(Zi)b'(Xj)

� �(Zi0 )b'(Xj0 )

L'int�erêt de cette d�ecomposition est qu'il y est plus facile de voir que

l'esp�erance des termes constituant cette somme est nulle, sauf dans un nombre

r�eduit de cas. En d'autres termes :

E

"
"i"i0"l"l0 �K

�
Xl �Xj

h

�
K

 
Xl0 �Xj 0

h

!
K

�
Zj � Zi

k

�
K

�
Zj0 � Zi0

k

�
� �(Zi)b'(Xj)

�(Zi0)b'(Xj0)

#
= 0

Sauf
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- pour le cas o�u i = i0 = l = l0 , nous aurons alors la somme sur les trois

indices i; j et j 0 de cette esp�erance, (cas A)

- pour les 3 cas o�u l'on a des \couples" C1 : (i = i0 et l = l0) ; C2 :

(i = l et i0 = l0) et C3 : (i = l0 et i0 = l), o�u nous aurons une somme

sur 4 indices (j; j 0; i et l dans le premier cas)

Nous avons donc

E

�fF3

2
�

= 1
n6k2

1
h2

P
i;j;j0 E [A]

+ 1
n6k2

1
h2

P
j;j0;i;l E [C1]

+ 1
n6k2

1
h2

P
j;j0;i;i0 E [C2]

1
n6k2

1
h2

P
j;j0;i;l E [C3]

Etudions tout d'abord

1
n6k2

1
h2

P
i;j;j0 E [A] = 1

n4
(
P

i f4(Xi)

�Pj;j0
1

nh2
K
�
Xi�Xj

h

�
K
�
Xi�Xj0

h

�

� 1
nk2
K
�
Zj�Zi

k

�
K
�
Zj0�Zi

k

�
� �(Zi)b'(Xj)

�(Zi)b'(Xj0 )

�

en r�eorganisant les termes on a :

1
n6k2

1
h2

P
i;j;j0 E [A] = 1

n4
(
P

i f4(Xi)

�Pj
1

nh2
K
�
Xi�Xj

h

�
K
�
Zj�Zi

k

�
= b'(Xj)

�Pj0
1

nk2
K
�
Xi�Xj0

h

�
K
�
Zj0�Zi

k

�
= b'(Xj0) � �2(Zi)

�
le terme

X
j

1

nh2
K

�
Xi �Xj

h

�
K

�
Zj � Zi

k

�
= b'(Xj) �!

'(Xi; Zi)

'(Xi)
= '(Zi j Xi)

et est suppos�e born�e, d'o�u d'apr�es 4.12 et la loi des grands nombres.

1

n6k2
1

h2

X
i;j;j0

E [A] = Op(1) �
1

n4

X
i

f4(Xi)�
2(Zi) = Op

�
1

n3

�
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nous �etudions ensuite le terme 1
n6k2

1
h2

P
j;j0;i;l E [C1],

1
n6k2

1
h2

P
i;j;j0 E [C1] = 1

n4

�P
i;l �

2�2

�Pj;j0
1

nh2
K
�
Xi�Xj

h

�
K
�
Xi�Xj0

h

�

� 1
nk2
K
�
Zj�Zi

k

�
K
�
Zj0�Zi

k

�
� �(Zi)b'(Xj)

�(Zi)b'(Xj0 )

�
de la même mani�ere que pr�ec�edemment on peut regrouper les sommes, pour

obtenir une expression semblable,

:

1
n6k2

1
h2

P
i;j;j0 E [C1] = 1

n4

�P
i;l �

4

�Pj
1

nh2
K
�
Xi�Xj

h

�
K
�
Zj�Zi

k

�
= b'(Xj)

�Pj0
1

nk2
K
�
Xi�Xj0

h

�
K
�
Zj0�Zi

k

�
= b'(Xj0) � �2(Zi)

�
nous obtenons cette fois

1

n6k2
1

h2

X
i;j;j0

E [C1] = Op(1) �
1

n4
�4
X
i;l

�2(Zi) = Op

�
1

n2

�

Au total

E

�fF3

2
�
= Op

�
1

n3
+

1

n2

�
= Op

�
1

n2

�
d'o�u

E

��
n
p
k:F3

�2�
= Op (k)

Ce qui donne le r�esultat annonc�e pour F3 23

Nous obtenons le r�esultat �nal par addition des trois termes. 2
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Chapter 5

Simulations

Nous pr�esentons ici, dans le cas univari�e, les premiers r�esultats de simula-

tion des th�eor�emes asymptotiques formul�es section 4.3.

Le protocole de simulation vise �a engendrer les vecteurs ou matrices nous

permettant de visualiser le comportement asymptotique de nos statistiques.

Ces statistiques sont toutes bas�ees sur la di��erence entre un estimateur du

param�etre (scalaire ou fonctionnel) identi�ant M2 et un estimateur de la

pseudo-vraie valeur. Le calcul r�ep�et�e de ces statistiques nous donne des vecteurs

correspondant �a N tirages di��erents de la statistique consid�er�ee. Nous constru-

isons la r�epartition empirique de cette statistique sur les bases de ce vecteur.

Nous pr�esenterons ces r�esultats sous forme d'histogrammes.

Comme nous l'avons vu, ces statistiques peuvent revêtir une forme param�etrique

ou fonctionnelle suivant la nature param�etrique ou fonctionnelle du mod�ele

M2. Nous construirons donc �egalement des histogrammes en plusieurs points

pour la visualisation des statistiques fonctionnelles.

5.1 Protocole de simulation des donn�ees

Nous avons conduit quatre proc�edures de g�en�eration des donn�ees perme-

ttant de calculer nos statistiques suivant les di��erents aspects que peuvent

revêtir les observations. Ces quatre proc�edures seront d�esign�ees dans tout ce

chapitre par les lettres A, B, C, et D.

La proc�edure A :

Pour tirer les vecteurs (Xi; Yi; Zi) nous utiliserons la proc�edure :

� On tire les vecteurs (Xi; Zi) � IN
 
0;

 
1 �

� 1

!!
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� Le vecteur Yi est lui calcul�e �a partir de l'expression :

y = � � x + �u

{ o�u u � N (0; sy) ; Yi est alors issu d'un mod�ele lin�eaire standard.

Cette proc�edure de simulation des donn�ees est r�egl�ee par le choix de trois

param�etres, le param�etre � de covariance de (Xi; Zi), le coe�cient lin�eaire �

et la variance du r�esidu sy.

� Dans la pratique nous avons choisi = � = 0:5 , � = 2 et sy = 0:5.

La proc�edure B :

Pour tirer les vecteurs (Xi; Yi; Zi) nous utiliserons la proc�edure :

� On tire d'abord le vecteur Xi � IN (0; 1)

� puis le vecteur Zi reli�e au vecteur Xi par la relation :

z =
4

1 + e�a�x
� 1

2
+ u

{ o�u u � N (0; sz)

� Le vecteur Yi s'exprime de mani�ere non-lin�eaire en fonction de x par :

y = � � x + 1

1 + e�b�x
� 1

2
+ v

{ o�u v � N (0; sy) .

Cette proc�edure de simulation des donn�ees est conditionn�ee par le choix

des param�etres a; b; � et les deux param�etres \de bruit" sy et sz.

Dans la pratique nous avons �et�e amen�es �a choisir ces coe�cients prenant

les valeurs a = 3; b = 2, � = 1 les deux param�etres sy et sz �etant �x�es �a 0:5

La proc�edure C :

Nous reprenons ici certains des points concernant le tirage du couple (Xi; Yi; Zi)

propos�es ci-dessus, en mixant les proc�edures A et B

� On tire d'abord le vecteur Xi � IN (0; 1)
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� puis le vecteur Zi reli�e au vecteur Xi par la relation :

z =
4

1 + e�a�x
� 1

2
+ u

{ o�u u � N (0; sz)

� Nous retrouvons ici le premier point de la proc�edure B, toutefois le

vecteur Yi s'exprime conform�ement �a la proc�edure A, par :

y = � � x + �u

{ o�u u � N (0; sy) .

Les param�etres d�eterminant cette proc�edure sont a; � et les deux param�etres

\de bruit" sy et sz.

Dans la pratique a = 3; � = 2 les deux param�etres sy et sz sont �x�es �a 0:5:

La proc�edure D :

Il nous reste une possibilit�e de croisement des proc�edures A et B pour tirer les

vecteurs (Xi; Yi; Zi) :

� On tire les vecteurs (Xi; Zi) � IN
 
0;

 
1 �

� 1

!!

� Le vecteur Yi est lui calcul�e �a partir de l'expression :

y = � � x+ 1

1 + e�b�x
� 1

2
+ v

{ o�u v � N (0; sy).

Dans cette proc�edure de simulation les param�etres �; �; b et les deux param�etres

\de bruit" sy et sz seront identiques aux choix e�ectu�es pr�ec�edemment, �a

savoir :

� = 0:5; � = 1; b = 2; et sz = sy = 0:5:

5.2 Algorithme

L'algorithme de simulation que nous avons utilis�e est relativement classique,

il comporte trois grandes phases :

� Simulation des donn�ees



136 CHAPTER 5. SIMULATIONS

� Calcul des di��erents estimateurs

� Calcul des statistiques

Un listing des programmes Gauss est donn�e en annexe, sa lecture n'�etant

pas des plus agr�eables, l'algorithme du programme g�en�eral est rapport�e ici1 :

Pour t=1 �a n :

Simulation des donn�ees

Calcul des estimateurs param�etriques b� et b
:
Calcul des fenêtres optimales hopt et kopt pour les estimateurs non-param�etriques.

Pour b=1 �a B

- Calcul de l'estimateur de leave-one-out

- Calcul du crit�ere de validation crois�ee CV (h) et CV (k)

- Stockage de CV (h) et CV (k)

- b=b+1 (On change de fenêtre)

Choix du crit�ere minimal d�eterminant hopt

Même proc�edure pour kopt

Calcul des estimateurs non-param�etriques cfn et cgn:
Calcul des pseudo-vraies valeurs

Calcul des variances asymptotiques

Calcul des statistiques

� t=t+1 (On tire un nouvel �echantillon)

Stockage des donn�ees et graphique

1Il y a en fait quatre programmes correspondant aux quatre proc�edures de simulation

des donn�ees.
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5.3 Statistique ��;


La statistique param�etrique
p
n ���;
 =

p
n �
�b
 � c�L( b�)� est issue du th�eor�eme

4.3 et est distribu�ee asymptotiquement selon une loi normale centr�ee de vari-

ance �2 � V (�) . Nous pr�esentons dans les �gures ??, 5.1, 5.2 et 5.3 les his-

togrammes repr�esentant la densit�e de

p
n � ��;
b� �q dV (�)

e�ectu�es sur la base de nos simulations.

Les simulations pr�esent�ees portent sur des �echantillons de taille 300 ; �etant

donn�e la simplicit�e des expressions intervenant dans le calcul de cette statis-

tique, le nombre N de r�eplications est ici de 1000.

ftbpFU1pt0pt0pt Densit�e de la statistique PP, Donn�ees A.appFigure
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Figure 5.1: Densit de la statistique PP, Donnes B.
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Figure 5.2: Densit de la statistique PP, Donnes C.
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Figure 5.3: Densit de la statistique PP, Donnes D.
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5.4 Statistique �f;g

La statistique fonctionnelle �f;g(z) est d�e�nie �a partir des estimateurs des

r�egressions f et g et prend la forme

p
nk � �f;g =

p
nk �

�cgn(z)�dGf (z)
�

Elle est issue du th�eor�eme 4.4 et est distribu�ee asymptotiquement selon une

loi normale centr�ee. Nous avons simul�e cette statistique sur des �echantillons

de taille 300 et avons e�ectu�e 100 r�eplications.

Nous pr�esentons plusieurs �gures pour chaque protocole de simulation.

Nous avons e�ectu�e 12 histogrammes pour 12 valeurs de z a�n de visualiser

la statistique en des points di��erents. Les fenêtres h et k ont �et�e choisies par

validation crois�ee, tandis que m restait �egale �a k. Cette derni�ere restriction est

due �a des probl�emes de temps de calcul. Nous pr�esentons ces simulations sur

les �gures 5.4 et suivantes pour la proc�edure A, ces simulations ont �egalement

�et�e r�ealis�ees pour les proc�edures B, C et D, et donnent des r�esultats semblables

quoique moins r�eguliers suivant les valeurs de z.

Nous avions �egalement e�ectu�e des simulation du crit�ere global empirique

	, d�e�ni par :

	 =
nX
i=1

(�f;g(Zi))
2

Ces repr�esentations sont pr�esent�es dans les �gures 5.7, et 5.8 pour les proto-

coles A et B, et pour des fenêtres optimales, et en 5.9 et 5.10 pour des fenêtres

calcul�ees par la formule

h0 =Mt � n�
1

5 et k0 = Nt � n�
1

5

o�u Mt et Nt sont les �ecarts types des Xi et Zi pour l'�echantillon t:

Nous voulions montrer par ce calcul l'importance du d�ecalage entre une

statistique avec des fenêtres optimales et une statistique avec des fenêtres

th�eoriques. Ce d�ecalage est particuli�erement sensible sur les donn�ees B (�gures

5.8 et 5.10).
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Figure 5.4: Statistique �f;g
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Figure 5.5: Statistique �f;g
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Figure 5.6: Statistique �f;g
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Figure 5.7: Statistique 	 (�f;g)
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Figure 5.8: Statistique 	 (�f;g)
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Figure 5.9: Statistique 	 (�f;g)
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Figure 5.10: Statistique 	 (�f;g)
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5.5 Statistique �f;


La statistique param�etrique

p
n � �f;
 =

p
n �
�b
 � c�f ( b�)�

est issue du th�eor�eme 4.6 et est distribu�ee asymptotiquement selon une loi

normale centr�ee de variance �2 � V (�) .
Nous pr�esentons dans les �gures ??, et suivantes les histogrammes repr�esentant

la densit�e de p
n � �f;
b� �q dV (�)

e�ectu�es sur la base de nos simulations.

Ces repr�esentations ne sont pas de bonne qualit�e pour aucun des trois

protocoles e�ectu�es. Nous notons une mauvaise estimation du biais, qui se

visualise par un d�ecalage vers la droite de nos histogrammes.

L'unique fenêtre h intervenant dans ces calculs ayant �et�e estim�ee par vali-

dation crois�ee, deux �el�ements (au moins) peuvent être la cause de ces r�esultats

d�ecevants

� La taille de l'�echantillon, qui est ici de 300 et qui est faible pour l'estimation

de la r�egression de f

� Le nombre de r�eplication qui n'est que de 100, alors qu'il est de 1000

pour la statistique PP

Ces deux �el�ements sont donc �a varier dans une future �etude a�n de pr�eciser

la forme de la distribution obtenue.
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Figure 5.11: Statistique �f;
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Figure 5.12: Statistique �f;
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Figure 5.13: Statistique �f;
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5.6 Statistique ��;f

Cette derni�ere statistique est fonctionnelle ; ��;f (z) est d�e�nie �a partir des

estimateurs b� et bg et prend la forme

p
nk � ��;f =

p
nk �

�cgn(z)�dG�(z)
�

Elle est issue du th�eor�eme 4.5 et est distribu�ee asymptotiquement selon une

loi normale centr�ee. Nous avons simul�e cette statistique sur des �echantillons

de taille 300 et avons e�ectu�e 100 r�eplications.

De même que pr�ec�edemment ,nous pr�esentons plusieurs �gures pour chaque

protocole de simulation. Nous avons e�ectu�e 12 histogrammes pour 12 valeurs

al�eatoires de z a�n de visualiser la statistique en des points di��erents. La

fenêtre k a �et�e choisie par validation crois�ee, tandis que m restait �egale �a k:

Nous pr�esentons ces simulations sur les �gures 5.14 et suivantes pour la

proc�edure A, les proc�edures C et D donnent des r�esultats semblables, la proc�edure

B donnant elle des r�esultats plus mauvais.

Nous notons que la distribution empirique est assez bien centr�ee, mais

qu'elle pr�esente des irr�egularit�es suivant les composantes de z. La fenêtre k a

�et�e estim�ee par validation crois�ee tandis que la pseudo-vraie fenêtre m restait

neutre puisque �x�ee �a m = k.
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Figure 5.14: Statistique ��;f
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Figure 5.15: Statistique ��;f
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Figure 5.16: Statistique ��;f



5.7. CONCLUSION 157

5.7 Conclusion

Les simulations pr�esent�ees dans ce chapitre ne sont qu'un aper�cu de fu-

tures simulations compl�etes que nous r�ealiserons en faisant varier l'ensemble

des param�etres : taille de l'�echantillon, nombre de r�eplications, nombre de

protocoles utilis�es, param�etres de ces protocoles, etc...

Même si ces simulations n'ont pas la qualit�e n�ecessaire pour pouvoir pr�etendre

valider nos r�esultats, elles furent un �el�ement utile �a la compr�ehension des

ph�enom�enes intervenant dans nos statistiques. C'est grâce �a ces repr�esentations

que nous avons mis en �evidence les comportement dûs aux di��erentes fenêtres.

Les simulations portant sur la statistique globale �etudi�e dans le th�eor�eme

4.7, sont encore �a faire. Il s'agira de construire la distribution de cette statis-

tique �a partir d'un �echantillon (X�
i ; Y

�
i ; Z

�
i ) cr�e�e par bootstrap, c'est �a dire �a

partir d'un �echantillon original de taille �x�e (Xi; Yi; Zi)i=1;:::;n. Toutefois H�ardle

et Mammen [49], nous mettent en garde sur la fa�con de Bootstraper, c'est �a

dire de \tirer" les �el�ements parmi l'�echantillon original. Le \Bootstrap na��f",

qui consiste �a des retirages simples, avec remise, d'un triplet parmi les n orig-

inaux, ne s'av�erant pas satisfaisant dans leur contexte, une autre technique le

\wild bootstrap" est alors propos�ee. Ces techniques constituent une alternative

�a la classique d�emarche asymptotique et seront les outils de validation de nos

r�esultats, ils seront l'objet de travaux futurs.
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