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R�esum�e

La pr�evision de trajectoires fait l'objet d'une attention toute particuli�ere dans le cadre du

controle a�erien. A�n de mieux g�erer les 
ux de tra�c, et d'anticiper les con
its, il est n�ecessaire

de pr�evoir de mani�ere �able les trajectoires des avions. De nombreux param�etres, pour la plu-

part inobservables en temps r�eel ou inconnus, r�egissent ces trajectoires (type d'appareil, poids,

con�guration, vent, consigne des compagnies, etc...).

Nous proposons une estimation bas�ee sur des m�ethodes stochastiques d'estimation. L'id�ee est

d'estimer, sur la base d'observations, la fonction trajectoire elle-même plutôt que les nombreux

param�etres inconnus r�egissant son �equation. Notre approche sera ax�ee sur l'inf�erence statistique :
de l'observation de la trajectoire pass�ee nous essayerons de tirer une estimation du processus

(que nous supposerons stochastisque) ayant engendr�e cette trajectoire. Nous appliquerons donc le

sh�ema g�en�eral de la statistique inf�erentielle que nous pouvons d�etailler comme:

{ mod�elisation du processus inconnu, ayant engendr�e les donn�ees. Nous utiliserons principa-

lement la mod�elisation (( param�etrique )) dans laquelle une forme pr�ed�e�nie de la fonction

est impos�ee et une mod�elisation (( non-param�etrique )) pour laquelle aucune hypoth�ese sur

la forme de la fonction n'est n�eccessaire.

{ estimation du processus, ou de son mod�ele simpli��e. C'est la partie calculatoire proprement

dite synth�etisant les informations apprises dans le pass�e.

{ pr�evision d'une valeur future �a l'aide de la mod�elisation e�ectu�ee.

{ test de �abilit�e. L'utilisation de structures stochastiques, sur la nature des erreurs entre

mod�ele approch�e et r�ealisations, permet le calcul d'intervalles de con�ance pour la pr�evision,
donnant la �abilit�e de la pr�evision.

Les m�ethodes d'estimation seront donc, �a l'image des mod�elisations, param�etriques ou non-

param�etriques. Les m�ethodes param�etriques lin�eaires et non lin�eaires seront utilis�ees sans di�-

cult�es et sans grande originalit�e. Par contre, les m�ethodes d'estimation non-param�etriques seront

d�evelopp�ees en d�etail et adapt�ees �a notre probl�eme. Elles sont de la famille des m�ethodes �a noyau

de convolution d�evelopp�ees en statistique non-param�etrique (Bosq et Lecoutre (1987), Hardle

(1990),...).

Nous envisagerons �egalement di��erentes approches de la fonction trajectoire, selon qu'on la

consid�ere comme une fonction param�etr�ee du temps f(t; �), comme un processus temporel (Xt)

de type autor�egressif, ou plus g�en�eralement comme une fonction du temps f(t).

L'�etude r�ealis�ee au sein du Laboratoire d'Optimisation Globale CENA-ENAC est programm�ee

en Caml et test�ee sur la base de donn�ees simul�ees par un g�en�erateur de trajectoires d�evelopp�e au

CENA. Les r�esultats sont pr�esent�es pour divers horizons de pr�evision; pour des observations plus

ou moins rapproch�ees et pour les di��erents mod�eles de pr�evision propos�es.

Mots Cl�es : Pr�evision stochastique, estimation, m�ethodes non-param�etriques.
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Chapitre 1

Probl�ematique

(( Tout ce qui bouge bouge parce qu'autre chose bouge ))

Saint Thomas d'Aquin

1.1 Introduction

Le probl�eme de la pr�evision de trajectoires est un probl�eme tr�es simple dans sa formulation:

(( Etant donn�e l'observation de la trajectoire pass�ee d'un avion, comment pr�edire au mieux sa

trajectoire future? ))

Ce probl�eme en appelle d'autres qui seront l'essence même de ce m�emoire : Quelles m�ethodes de

pr�evision peut on utiliser? Quelles sont les crit�eres d'une bonne pr�evision? Comment pr�evoir en

pratique?

Au del�a des probl�emes li�es �a la pr�evision elle-même nous pouvons nous int�eresser, dans un

premier temps, au support de cette pr�evision : le pass�e. Le concept (( d'observations pass�ees ))

n'est, en e�et, pas d�epourvu d'ambigu��t�e : il y a le pass�e (( r�ecent )), le pass�e (( lointain )), et en�n

(( tout )) le pass�e. Si nous prenons comme exemple la fonction f repr�esent�ee dans la �gure 1.1, pour

laquelle nous observons des r�ealisation jusqu'�a la date T0, nous pouvons donner trois pr�evisions

simples bas�ees sur trois (( pass�es )) di��erents :

{ En utilisant le pass�e r�ecent, et en tran�cant la droite la plus proche des trois derniers points

observ�es, avant T0, nous obtenons une premi�ere pr�evision : P0 ;

{ en utilisant un pass�e moins r�ecent (de T1 �a T0), et toujours par la même m�ethode de la

droite la plus proche de ce nouvel ensemble de points observ�es, nous obtenons une deuxi�eme

pr�evision : P1 ;

{ en�n, en utilisant tout le pass�e, et donc toutes les observations, nous obtenons une autre

pr�evision : P2.

Un examen plus approfondi montre que la pr�evision P0 est peut-être la meilleure �a court terme,

mais qu'il s'av�ere plus prudent, pour pr�evoir �a long terme, de prendre les pr�evisions P2 ou P1.

Ces trois pr�evisions utilisent pourtant la même m�ethode et ne di��erent que par le pass�e pris en

compte pour la pr�evision. Plus exactement, la di��erence fondamentale entre ces trois pr�evision

r�eside dans l'importance donn�ee aux di��erentes observations du pass�e, leur (( poids )) . Pour P0
on accorde une grande importance aux derni�eres observations et on n�eglige les autres alors que

pour P2 toutes les observations sont prises en compte avec la même importance. Nous avons donc

d�ej�a un premier probl�eme concernant la pond�eration et l'utilisation des donn�ees observ�ees. Il sera

beaucoup question de cette notion dans ce m�emoire, et de la question du (( bon choix )) des pon-

d�erations pour la pr�evision de trajectoires.
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Fig. 1.1 - Les pr�evisions d�ependent du poids accord�e au pass�e.

Notre objectif (et les m�ethodes que nous pr�esenterons ici devront nous y aider) est de pr�edire

(( au mieux )) la trajectoire d'un appareil. Nous devons pour cela nous donner quelques rep�eres

concernant la qualit�e d'une pr�evision. Au del�a de l'indispensable justesse de la pr�evision, il nous

semble que la �abilit�e et la robustesse sont deux points importants, trop souvent n�eglig�es. La

�abilit�e apporte la con�ance et la robustesse une souplesse d'utilisation �a la pr�evision, quelle que

soit la m�ethode utilis�ee.

Nous avons choisi pour cela une approche statistique prenant en compte les �el�ements que nous

venons de d�ecrire. Notre approche sera donc ax�ee sur l'inf�erence statistique : de l'observation de

la trajectoire pass�ee nous essayerons de tirer une estimation du processus 1 ayant engendr�e cette

trajectoire. La connaissance de ce processus n'�etant �evidemment qu'utopie, nous appliquerons le

sh�ema g�en�eral de la statistique inf�erentielle que nous pouvons d�etailler comme suit :

{ mod�elisation du processus inconnu, ayant engendr�e les donn�ees. Dans cette phase, des hypo-

th�eses simpli�catrices sur la nature suppos�ee de la trajectoire seront n�ecessaires.

{ estimation du processus, ou de son mod�ele simpli��e. C'est la partie calculatoire proprement

dite synth�etisant les informations apprises dans le pass�e. Les choix concernant les poids �a

attribuer aux points du pass�e interviendront �a ce stade.

{ pr�evision d'une valeur future �a l'aide de la mod�elisation e�ectu�ee.

{ test de �abilit�e. L'utilisation de structures stochastiques, sur la nature des erreurs entre

mod�ele approch�e et r�ealisations, permet le calcul d'intervalles de con�ance pour la pr�evision,
donnant la �abilit�e de la pr�evision.

Nous pr�esenterons diverses m�ethodes stochastiques pour r�ealiser les pr�evisions de trajectoires,

toutes suivront ce sh�ema g�en�eral. En l'absence d'information ext�erieure, nous supposerons donc

ici que l'avion bouge parce que le temps bouge. D'autres approches sont cependant possibles,

nous mentionnerons l'�etude de C. Leclaire du CENA [18], qui utilise une toute autre m�ethode. Le

mod�ele de pr�evision repose en e�et sur l'exploitation des donn�ees du plan vol et sur l'estimation des

1: que nous supposerons stochastisque
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di��erentes variables li�ees �a la trajectoire d'un appareil. Chacun des mod�eles permet la pr�evision des

variables pertinentes (consommation, taux de mont�ee, m�et�eo, etc), les �equations (d�eterministes)

de la m�ecanique du vol donnent ensuite la trajectoire. Il s'agit donc l�a d'une r�eelle approche

a�eronautique bas�ee sur un (( mod�ele avion )) et sur la m�ecanique du vol.

Une autre d�emarche, tr�es r�ecente, se base sur l'apprentissage de trajectoires par r�eseaux de

neurones. Cette approche prometteuse d�evelopp�ee au sein du LOG par Yann Le Fablec, n'est pas

tr�es �eloign�ee, de certaines m�ethodes d�ecrites ici, comme nous le verrons dans notre dernier chapitre.

Ce m�emoire s'articule autour de quatre chapitres principaux ; deux chapitres sont consacr�es

aux m�ethodes param�etriques classiques, et deux chapitres proposent une approche nouvelle de ce

probl�eme. Dans le chapitre 3, diverses mod�elisations param�etr�ees de la fonction trajectoire seront

�eprouv�ees sur la base d'une trajectoire type. Les r�esultats seront pr�esent�es avec leurs intervalles de

con�ance, pour di��erentes familles de mod�eles lin�eaires et non-lin�eaires. Les m�ethodes d'estimation

de ces mod�eles, ainsi que le calcul des crit�eres d'ajustement et des intervalles de con�ance, auront

�et�e rappel�es au pr�ealable dans le chapitre 2.

Nous pr�esenterons �egalement dans le chapitre 4 de nouvelles m�ethodes d'estimation dites m�e-

thodes (( non-param�etriques )). Contrairement aux m�ethodes (( classiques )) du chapitre 2, ces

m�ethodes reposent sur l'estimation directe de la fonction (inconnue) ayant engendr�ee les donn�ees,

sans imposer de mod�ele param�etr�e pr�ed�e�ni. Le lecteur press�e pourra toutefois se reporter rapi-

demment �a la mise en �uvre et aux r�esultats de ces proc�edures qui seront pr�esent�es et discut�es

dans le chapitre 5.

Nous nous proposons de discuter au pr�ealable des hypoth�eses de travail, contraintes, et autres

partis pris sur le travail e�ectu�e dans les section suivantes.

1.2 Contraintes

Le travail qui nous a �et�e demand�e consiste en la r�ealisation d'un outil de pr�evision de trajec-

toires, pour di��erents types d'appareils, �a horizon ((lointain)), sur la base de trajectoires observ�ees.

Cet outil devra, par la suite, être incorpor�e �a la proc�edure de r�esolution de con
its en vol en

cours de d�eveloppement au LOG. En fait, les pr�evisions ne concernent la trajectoire ((que))dans

sa composante verticale, c'est �a dire qu'il faudra être capable de d�eterminer le plus pr�ecis�ement

possible l'altitude d'un avion.

Pour cela, nous disposons de la trajectoire pass�ee 2 de l'avion. Cette information unique est plus

ou moins riche suivant la p�eriode et suivant la fr�equence des observations. Ici, nous observerons les

trajectoires toutes les 5, 10 ou 15 secondes (voir section 5.2), et proposerons des pr�evisions jusqu'a

200 secondes. Bien entendu, la qualit�e des observations, et l'horizon de pr�evision auront une forte

in
uence sur les r�esultats (voir section 5.2.1).

Il est �a noter que nous n'�etudierons que les trajectoires en mont�ee. En e�et, c'est la partie de la

trajectoire qui connait la plus forte non-lin�earit�e. Les phases en niveau de vol et en descente �etant,

elles, quasi-lin�eaires, ne pr�esentent que peu d'int�erêt pour notre �etude. La section 1.3 ci-apr�es,

nous permettra de pr�esenter plus en d�etail les trajectoires sur lesquelles nous nous proposons de

travailler.

1.3 Les trajectoires

Par souci de clart�e et d'homog�en�eit�e, nous illustrerons notre propos sur la base d'un unique

exemple pr�esent�e dans la �gure 5.1. Il s'agit de la trajectoire simul�ee d'un Airbus A320, en mont�ee

avec stabilisation �a 31000 pieds. La simulation est issue du logiciel PERFO en d�eveloppement au

CENA, en partenariat avec l'A�erospatiale. Le travail de pr�evision concerne les phases de mont�ees

2: C'est �a dire du relev�e r�egulier des altitudes de l'avion consid�er�e
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Fig. 1.2 - Exemple de trajectoire d'un avion en mont�ee vers son niveau de vol .

(ou de descente 3). Nous pouvons d�ecouper arti�ciellement cette trajectoire en trois grandes phases,

pr�esentant du point de vue de la pr�evision, des di�cult�es di��erentes :

{ la trajectoire (( initiale )) (de 0 �a 300 secondes environ). La di�cult�e r�eside dans l'absence de

pass�e, et le manque de points pour estimer la trajectoire. L'estimation et donc la pr�evision

peuvent y être di�ciles, surtout pour un horizon de pr�evision lointain.

{ la (( mont�ee )) (de 300 �a 650 secondes). Nous pouvons nous servir du pass�e de la trajectoire

pour l'estimation. Nous sommes dans une zone dans laquelle nous pouvons �a la fois pr�evoir

et comparer les pr�evisions �a la r�ealit�e. La di�cult�e est ici double : il s'agira de tenir compte

du pass�e sans en propager les erreurs, et de pr�evoir le plus justement l'avenir sans quitter la

r�ealit�e des donn�ees. C'est dans cette zone que nous esp�erons avoir la plus grande pr�ecision.

{ la (( stabilisation )) (de 650 �a 750 secondes). La trajectoire change rapidement, nous pouvons

toujours e�ectuer les pr�evisions sur la base du pass�e mais celles-ci seront grossi�erement

fausses tant que quelques points du palier (�a 31000 pieds) n'auront pas �et�e observ�es. Il

s'agira de prendre en compte rapidement la variation de la trajectoire, pour l'incorporer

dans la pr�evision et recti�er le tir.

1.4 Fonction r�eelle ou s�erie temporelle?

D'un point de vue statistique, nous pouvons voir une trajectoire telle que celle pr�esent�ee en

1.2, sous deux aspects tr�es di��erents, menant �a des proc�edures de pr�evision de nature di��erente :

� La trajectoire est une fonction du temps.
En Ti on observe la fonction inconnue f telle que Yi = f(Ti). Dans ce cas on aura donc �a

estimer une fonction pour pouvoir pr�evoir Y �a une date future. Les proc�edures d'estimation

de fonctions seront alors n�ecessaires pour la pr�evision.

3: En niveau de vol, la trajectoire est connue
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� La trajectoire est une fonction de son pass�e.
On observe la s�erie chronologique Yi = f(Yi�1; Yi�2; � � � ; Yi�p). Dans ce cas, il conviendra de
mod�eliser le processus temporel par une s�erie chronologique. On aura alors �a d�eterminer le

nombre de points du pass�e (c'est �a dire le r�eel p) intervenant dans la r�ealisation de Yi ainsi

que la forme du processus.

Il ne s'agit donc l�a que de deux approches pour une même courbe. Nous avons choisi de privil�egier

la premi�ere, et donc l'estimation de la ((fonction trajectoire )), pour deux raisons. D'une part, les

outils de mod�elisation d'une s�erie chronologiques sont plus complexes et plus long �a mettre en

�uvre, d'autre part, la mod�elisation d'une s�erie chronologique ne s'applique que pour des s�eries

stationnaires 4 et la s�erie des Yi �etant croissante, n'est pas stationnaire
5.

1.5 Estimation param�etrique ou non-param�etrique?

Au vu de l'abondante litt�erature 6 traitant de l'estimation (( non-param�etrique )), on peut

être amen�e �a s'interroger sur l'int�erêt de ces nouveaux outils. Ces proc�edures seront pr�esent�ees et

d�evelopp�ees dans le chapitre 4, mais nous pouvons d'ores et d�ej�a en d�ecrire les int�erêts principaux :

{ L'absence d'hypoth�eses sur la forme de la fonction �a pr�evoir :

Les m�ethodes d�evelopp�ees dans le chapitre 4 reposent sur l'estimation d'une fonction en

tout point de l'espace sur lequel elle est d�e�nie, sans hypoth�ese sur sa forme permettant

ainsi d'estimer la valeur au del�a de la derni�ere observation. Cette m�ethode contrairement

aux m�ethodes classiques (voir chapitre 2), ne repose donc pas sur un (( mod�ele )) (lin�eaire,

polynômial, trigonom�etrique, etc), et est donc exempte de tout a priori sur la forme de la

trajectoire.

{ L'int�egration de toute l'information pass�ee :

L'estimation de la fonction ayant engendr�ee les donn�ees observ�ees, qui servira de base �a

notre pr�evision, repose sur l'ensemble des observations pass�ees. Nous verrons par la suite

(section 4.2) que le pass�e r�ecent aura un poids sup�erieur au pass�e lointain dans la pr�evision.

Toutefois celui-ci interviendra dans l'estimation de la trajectoire et donc dans la pr�evision.

La pr�evision non-param�etrique incorpore, en quelque sorte, les observations de mani�ere plus

globale.

{ L'automatisation et la robustesse :

Nous nous attacherons �a d�evelopper une m�ethode (( guid�ee )) par les donn�ees, pour l'estima-

tion comme pour la pr�evision, en outre de part la souplesse d'utilisation de ces m�ethodes, des

crit�eres d'ajustement de la courbe aux donn�ees peuvent être d�evelopp�es. Cet aspect est parti-

culi�erement important dans le contexte d'�evitement d�evelopp�e au sein du LOG. D'autre part,

les trajectoires d'avions connaissent de brusques et impr�evisibles 7 variations. Les m�ethodes

(( classiques )) ne peuvent que tr�es rarement s'ajuster �a une rupture de la trajectoire avec le

mod�ele propos�e. L'absence de mod�ele est donc, une nouvelle fois, un (( plus )) appr�eciable.

Nous d�evelopperons cependant des proc�edures param�etriques classiques dans les chapitres 3 et

comparerons sur la base de nos pr�evisions les deux approches, param�etriques et non-param�etriques.

4: Une s�erie (Yi)i2N est stationnaire ssi : 8n, 8p la loi de (Y1; Y2; � � � ; Yn) = la loi de (Yp+1; Yp+2; � � � ; Yp+n). En
particulier on doit avoir que E[Yn] = Constante; 8n.

5: Nous verrons toutefois dans la section 5.1.1 que nous pouvons (( �ltrer )) la s�erie des Yi, et obtenir une nouvelle

s�erie stationnaire.

6: Voir par exemple Bosq et Lecoutre [2], Collomb [5], Eubank [8], H�ardle [15], Vieu [31] ou Linton [16] pour une

revue, ainsi que Fan et Muller [9] ou Chen et H�ardle [4] pour des travaux sur les s�eries temporelles.

7: Hors information suppl�ementaire
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Chapitre 2

M�ethodes de r�egression

(( classiques ))

(( Mais de tous ces principes, celui des moindres carr�es est le plus simple : avec les autres nous
serions conduits aux calculs les plus complexes. ))

K. F. Gauss, (1809)

2.1 Un peu de th�eorie

Consid�erons un couple de v.a.r. (X;Y ) ; lorsque l'on pense que le ph�enom�ene al�eatoire repr�e-

sent�e par X peut servir �a expliquer, ou pr�edire celui repr�esent�e par Y (causalit�e, concomitance,

etc..), on est conduit �a rechercher une formule de liaison entre une variable �a expliquer Y par une

(ou des) variable(s) explicative(s) X, du type :

Y = f(X) + "

On cherche bien �evidemment �a estimer cette fonction f par bf et on cherche bY = bf (X), le

meilleur possible c'est �a dire :

{ tel que l'on ait pas de (( biais )), soit : E
h
Y � bY i = 0

{ minimisant l'erreur d'estimation, (erreur quanti��ee par la variance des r�esidus "), c'est �a dire

r�ealisant :

bf = Argmin
f

nX
i=1

E
h
(Y � f(X))

2
i

(2.1)

Par d�e�nition l'esp�erance conditionnelle, (not�ee f(x) = E [Y j X]) est la projection orthogo-

nale de Y sur l'espace WX engendr�e par X et les constantes et r�ealise de fait le minimum de cette

quantit�e.

La qualit�e de l'approximation de Y par E [Y j X] est alors mesur�ee par le crit�ere du R2 d�e�ni

comme le rapport :

R2 =
V ar (E [Y j X])

V ar (Y )
=
V ariance Expliqu�ee

V ariance Totale
= (cos(�))

2

Dans cette expression � est d�e�ni conform�ement �a la �gure 2.1 comme l'angle entre Y et sa pro-

jection.
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Fig. 2.1 - bY = E [Y j X] est la projection de Y sur WX

La fonction f(x) = E [Y j X = x] est la fonction de r�egression de Y sur X: On pose alors :

Y = E [Y j X] + "

avec :

{ E ["] = 0 car E [Y ] = E [E [Y j X]]

{ " non corr�el�e lin�eairement avec X et avec E [Y j X] car il est orthogonal au plan engendr�e

par X et les constantes

Remarque :

" = Y� E [Y j X] est orthogonal �a l'espace engendr�e parX; on peut donc appliquer le th�eor�eme

de Pythagore 1 (voir �gure 2.1) :

V ar (Y ) = V ar (E [Y j X]) + V ar (") (2.2)

i.e.

variance totale = variance expliqu�ee + variance r�esiduelle

2.2 R�egression lin�eaire simple

2.2.1 M�ethode

D'un point de vue pratique, l'estimation de la r�egression lin�eaire par \les moindres carr�es"
repose sur des id�ees simples dues �a Gauss lui-même.

On observe (Xi; Yi)i=1;���;n n r�ealisations d'un couple de variables al�eatoires (X;Y ). On cherche la

fonction lin�eaire

f(x) = �+ � � x
1:On peut interpr�eter la variance comme la norme euclidienne des variables al�eatoires dans l'espace Rp, de

même la covariance entre deux variable s'�ecrit alors comme le produit scalaire.
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Fig. 2.2 - Nuage de points et droite de r�egression

\la plus proche possible" de ce nuage de points (Xi; Yi) au sens quadratique, c'est �a dire que

l'on cherche
�b�; b�� tels que :

�b�; b�� = Arg min
(�;�)

nX
i=1

[Yi � (�+ � �Xi)]
2

de telle sorte que la somme des �ecarts des (Xi; Yi) a la droite b�+ b� � x soient \moindres" .

Il ne s'agit donc ici que d'une autre formulation de la projection de la variable Y sur l'espace

engendr�e par la variable X et les constantes. Autrement dit, on impose une forme particuli�ere

(lin�eaire) pour l'esp�erance conditionnelle. On suppose en fait que E [Y j X] = � + � �X, � et �

�etant bien sûr inconnus, et l'on cherche �a estimer ces param�etres pour estimer la r�egression.

Le probl�eme de minimisation exprim�e de mani�ere g�en�erale en 2.1 sur un espace fonctionnel se ra-

m�ene donc �a un probl�eme de minimisation sur un espace r�eel via l'estimation de deux param�etres

� et �.

Pour estimer ces param�etres, posons F (�; �) =
nP
i=1

[Yi � (�+ � �Xi)]
2
. On a alors �a r�esoudre

le syst�eme :

@F (�;�)

@�
= 0 , b� = Y � b� �X

@F (�;�)

@�
= 0 , b� =

nP
i=1

(Yi�Y )(Xi�X)

nP
i=1

(Xi�X)
2

=
Cov(X;Y )

S2
X

La droite de r�egression (voir �gure 2.2) a pour �equation :

Y = b�+ b� � x
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Supposons que les variables X et Y soient centr�ees (
�
X;Y

�
= (0; 0)), on a alors :8>>><>>>:

b� = 0

b� =

nP
i=1

YiXi

nP
i=1

X2

i

Remarques :

{ Elle passe par le centre de gravit�e du nuage
�
X;Y

�
{ Dans ce cas, b� correspond au coe�cient de corr�elation de X et Y :

b� =

1
n

nP
i=1

YiXi

1
n

nP
i=1

Xi

{ Puisque les (Yi; Xi) sont des r�ealisations de variables al�eatoires, b� et b� (de même que X; Y ;

etc.. ) sont des r�ealisations de variables al�eatoires.

2.2.2 Qualit�e de l'ajustement

Posons bYi = b�+ b� �Xi ,on peut e�ectuer la d�ecomposition :

Yi � Y =
�
Yi � bYi�+ �bYi � Y

�
On voit facilement que

nP
i=1

�bYi � Y
��bYi � Yi

�
= 0; et donc :

Pn

i=1

�
Yi � Y

�2
=
Pn

i=1

�
Yi � bYi�2 +

Pn

i=1

�bYi � Y
�2

Somme des carr�es = Somme des carr�es +Somme des carr�es

totale r�esiduelle expliqu�es

Le rapport d�e�ni par

R2 =

Pn

i=1

�bYi � Y
�2

Pn

i=1

�
Yi � Y

�2
d�etermine la part d'information expliqu�ee par X:

Plus ce terme est proche de 1, meilleure est l'approximation lin�eaire.

2.2.3 Tests

Si l'on suppose que les r�esidus suivent une loi gaussienne, de variance �2 inconnue, alors �etant

donn�e que les estimateurs b� et b� sont des combinaisons lin�eaires de "i, ils suivent �egalement des

lois gaussiennes et on a :

b� � N

 
� ; �2

 
1

n
+

X
2Pn

i=1X
2
i

!!
(2.3)

et
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b� � N

�
� ; �2

�
�2Pn

i=1X
2
i

��
(2.4)

Le probl�eme est que �2 est inconnu ! On sait cependant que :

"i = Yi �
�b�+ b� �Xi

�
et que "i � N

�
0; �2

�
(2.5)

On peut alors (( ruser )) et essayer d'�eliminer �2 en e�ectuant le rapport de deux expressions

utilisant similairement ce terme. En utilisant les expressions 2.5 on a :

Pn

i=1 "
2
i

�2
=

Pn

i=1

�
Yi � bYi�2
�2

� �2n�2

D'autre part, si l'hypoth�ese HO : � = 0 est vraie, et dans ce cas seulement, on a :

Pn

i=1

�bYi � Y
�2

�2
� �21

et donc on peut tester la signi�cativit�e de la r�egression, i.e. HO : � = 0, sans connâ�tre �2, en

examinant si le rapport Pn

i=1

�bYi � Y
�2

Pn

i=1

�
Yi � bYi�2

dont on connait la loi 2 correspond �a une valeur admissible �a 95% pour cette loi. C'est le (( test

de Fisher )), qui permet de de d�ecider si l'hypoth�ese HO : � = 0 peut être statistiquement rejet�ee,

c'est �a dire si la r�egression est signi�cative 3.

2.3 Pr�evisions et intervalles de con�ance

Une fois la forme de la fonction choisie, ici lin�eaire, et les param�etres estim�es, la pr�evision

consiste simplement �a se d�eplacer sur le mod�ele estim�e, c'est �a dire ici le long de la droite de

r�egression. On a ainsi une estimation bY0 de la valeur donn�ee par le mod�ele pour toute valeur de

x0 de la variable X, y compris hors du dernier point observ�e :

cY0 = bf (x0) = b�+ b� � x0
Bien entendu, la qualit�e de cette pr�evision d�ependra de la qualit�e de l'ajustement (le R2) et de

la �abilit�e de l'estimation des param�etres b� et b�, �abilit�e que nous pouvons tester (test de Fisher).
Il est clair cependant que la pr�evision (( brute )) ne su�t g�en�eralement pas au praticien, l'in-

certitude li�ee �a cette pr�evision est un �el�ement qui peut avoir une importance capitale. Nous nous

proposons donc de d�etailler succinctement le calcul des intervalles de con�ance li�es �a l'estimation

et �a la pr�evision 4.

Si l'on suppose que les r�esidus suivent une loi gaussienne, de variance �2 inconnue, alors b�
et b� suivent �egalement des lois gaussiennes conform�ement �a 2.3 et 2.4. On peut alors calculer la

variance, c'est �a dire l'incertitude attach�ee �a bY0 par :
2: Il s'agit d'une loi F (1; n� 2) d�e�nie comme le rapport de lois �2, c'est �a dire

�2
1

�2
n�2

, qui correspond bien aux

rapports des lois des deux termes exprim�es.

3: Voir �egalement le test de Student d�ecrit dans les ouvrages statistiques cit�es en r�ef�erence.

4: Nous laissons le lecteur int�eress�e par de plus amples informations,se reporter �a la lecture d'ouvragesstatistiques

cit�es en bibliographie (voir par exemple Saporta [26] ou Wonnacott et Wonnacott [33])
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V ar[bY0] = V ar[b�+ b� � x0]
= V ar[b�] + x20 � var[b�]

En utilisant les variances de b� et b�, donn�ees par les �equations 2.3 et 2.4, on obtient �nalement :

V ar[bY0] =
�2

n
+ x20 �

�2Pn

i=1X
2
i

= �2 �
�
1

n
+

x2oPn

i=1X
2
i

�
Puisque b� et b� suivent des lois normales, il en est de même pour bY0 :

cY0 � N

�
�+ � � x0 ; �2

�
1

n
+

x2oPn

i=1X
2
i

��
Grâce �a cette �equation, nous pouvons d�eduire les �el�ements pour construire un intervalle de

con�ance pour la (( vraie )) valeur inconnue Y0 = �+ � �x0. Cette vraie valeur a �et�e estim�ee et l'on

a Y0 = bY0 + "0, donc Y0 suit �egalement une loi normale. L'utilisation de la formule 2.2 (th�eor�eme

de Pythagore) nous permet de calculer sa variance :

V ar (Y0) = V ar(bY0) + V ar ("0)

= �2 �
�
1

n
+

x2oPn

i=1X
2
i

�
+ �2

= �2 �
�
1

n
+

x2oPn

i=1X
2
i

+ 1

�
= �20

D'o�u :

Y0 � N
�bY0 ; �20�

La connaissance de la loi de Y0, nous permet ainsi de d�eterminer quelles sont les valeurs (( pro-

bables )) de sa r�ealisation, autour de sa valeur moyenne bY0. Ainsi notre estimation de bY0 et de la
variance �20 nous permet de d�eterminer avec un seuil de con�ance �, que la vraie valeur Y0 se situe

dans l'intervalle de con�ance 5 :

Y0 2
hb�+ b� � x0 � t� � �0

i
Dans cette expression le nombre t� repr�esente la valeur au del�a de laquelle une variable suivant

une loi normale 6 N (0; 1) a une probabilit�e de 1� � de se r�ealiser (en valeur absolue).

Remarques :

{ La variance �2 est inconnue mais on peut lui substituer un estimateur, Sn et obtenir le

même type de r�esultat, la loi de Y0 et donc le r�eel t� �etant l�eg�erement modi��es lors de cette

substitution.

5: En g�en�eral � = 95%.

6: En e�et si Y0 � N

�bY0; �20� alors la variable Y0�bY0
�0

� N(0;1).
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{ Il est clair que l'intervalle de con�ance associ�e �a Y0 sera d'autant plus petit que l'incertitude

sur l'estimation, �0, sera, elle aussi, petite. En outre, toutes choses �egales par ailleurs, si n

augmente �0 diminue et cet intervalle se r�eduit.

{ Les intervalles de con�ance sont bas�es sur l'hypoth�ese de normalit�e des r�esidus, c'est �a

dire sur la (( bonne )) r�epartition des erreurs "i entre r�ealit�e et mod�ele. Cette hypoth�ese

peut sembler arbitraire et ne doit pas être oubli�ee lors de l'utilisation de cet intervalle de

con�ance. Toutefois, si l'on observe un grand nombre de points, le th�eor�eme central limite
nous indique que cette hypoth�ese est r�ealis�ee.

Les intervalles de con�ance qui accompagnent les pr�evisions pr�esent�ees dans le chapitre 3 sont

bas�es sur ces principes, et sur les formules que nous venons de donner.
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Chapitre 3

Pr�evisions (( classiques ))

Au vu d'une trajectoire (( type )) comme celle de la �gure 1.2, il semble �evident que seule une

mod�elisation non-lin�eaire peut nous permettre d'obtenir une pr�evision correcte 1 . Nous avons donc

test�e des mod�eles non-lin�eaires (( classiques )), bas�es sur des familles param�etr�ees de fonctions de la

forme f(t; �), o�u � est un param�etre, �eventuellement vectoriel, �a estimer. La m�ethode d'estimation

est celle des (( moindres carr�es )) que nous d�ecrirons succinctement et qui repose sur les mêmes

m�ethodes que celles pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent.

3.1 Estimation param�etrique

Sur la base des (Yi)i=1;::;n observ�es aux temps (Ti)i=1;::;n, on peut estimer le param�etre � tel

que la famille f(t; �) (( colle )) le mieux aux donn�ees observ�ees. L'estimateur b�n doit pour cela

r�ealiser le minimum de la distance entre le mod�ele f(Ti; �) et les Yi observ�es, soit :

c�n = Argmin
�

nX
i=1

(Yi � f(Ti; �))
2 (3.1)

C'est le principe g�en�eral des moindres carr�es, que la fonction f(t; �) soit lin�eaire ou non.

Nous proposons ici quelques mod�eles non-lin�eaires, estim�es sur la base d'une trajectoire donn�ee

par le simulateur d�evelopp�e au CENA, et repr�esent�es avec leurs intervalles de con�ance dans les

�gures 3.2, 3.3 et 3.4 pour Tn = 530. Nous nous pla�cons ainsi dans un contexte assez favorable

puisqu'une grande partie de la trajectoire est observ�ee, permettant un bon ajustement. Dans ces

�gures la trajectoire r�eelle est repr�esent�ee par des points bleus, la trajectoire pr�evue, ainsi que les

intervalles de con�ance �a 95%, sont des lignes roses. Ces estimations ont �et�e r�ealis�ees �a l'aide du

logiciel statgraphics.

Une comparaison de ces di��erents mod�eles sur la base de leurs pr�evisions est donn�ee par la

�gure 3.5 et permet d'�evaluer ces mod�elisations en fonction de notre crit�ere principal : l'erreur de

pr�evision.

3.1.1 Mod�ele lin�eaire

Par acquis de conscience et pour mieux visualiser les apports d'un mod�ele non-lin�eaire nous

donnons ici (�gure 3.1), l'estimation lin�eaire de la trajectoire.

Le mod�ele retenu ici est donc simplement:

Altitude = �+ � � temps
1: L'estimation d'un mod�ele lin�eaire viendra d'ailleurs con�rmer cette intuition.
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Fig. 3.1 - Mod�ele de pr�evision lin�eaire

L'estimation des param�etres inconnus � et � par la minimisation des moindres carr�es, c'est �a

dire en utilisant 3.1, nous donne les valeurs : b� = 3438; 77 et b� = 44; 78 et un ajustement calcul�e 2

par le R2 de 98,69 %.

Ce mod�ele ne sera donc pas retenu pour notre probl�eme et nous ne l'�evoquerons que comme

r�ef�erence dans la suite de ce travail.

Remarque :

Ce mod�ele est trop simpliste pour pouvoir r�epondre �a notre besoin de pr�evision. Cependant,

une approche (( locale )) consistant �a estimer un mod�ele sur la base des p derni�eres valeurs observ�ees

peut s'av�erer plus e�cace. L'id�ee sous-jacente consiste en fait �a lin�eariser localement la trajectoire,

c'est �a dire calculer une sorte de (( tangente )) et l'extrapoler. Le probl�eme de ce type de m�ethode

est quelle est par essence locale 3, de plus le choix du nombre de points pertinents pour le calcul

de cette (( tangente )) est d�elicat. Nous retrouvons l�a le probl�eme �evoqu�e en introduction, �a savoir

du choix du (( poids )) du pass�e (voir section 1.1, ou B. Coutrot [6] pour une analyse plus pr�ecise).

Cette remarque peut se g�en�eraliser �a l'ensemble des mod�eles non-lin�eaires propos�es ci-dessous,

pour lesquels une version locale pourrait être envisag�ee.

3.1.2 Mod�ele (( racine ))

En raison de la forme de la trajectoire observ�ee nous avons test�e le mod�ele :

Altitude = �+ � � ptemps
donnant comme param�etres optimaux: b� = �4282; 84 et b� = 1278; 32 et un R2 de 98,9 %.

Ce mod�ele fournit le meilleur ajustement sur la base des donn�ees observ�ees. La courbe pr�evue,

en rose sur la �gure 3.2, au del�a du dernier point observ�e, semble s'in
�echir un peut trop pour

2: Le R2 mesure le rapport entre la variance expliqu�ee par le mod�ele sur la variance totale, il est l'indicateur de

la qualit�e de l'ajustement. Ce crit�ere ne d�etermine cependant pas la qualit�e de la pr�evision. On trouvera de plus

amples informations sur le bon usage du R2 dans Saporta [26], ou dans n'importe quel ouvrage de statistique.

3: C'est une des raisons pour laquelle nous n'avons pas test�e cette m�ethode (( d'approximation locale )).
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Fig. 3.2 - Mod�ele de pr�evision (( racine ))

pouvoir donner une bonne pr�evision. Toutefois l'examen de la �gure 3.5, montre que les erreurs de

pr�evision restent en dessous de 500 pieds, quel que soit l'horizon de pr�evision. Il semble donc qu'un

mod�ele de type (( puissance )) du temps soit appropri�e pour l'approximation de la trajectoire.

3.1.3 Mod�ele (( multiplicatif ))

Une autre fa�con de mod�eliser la trajectoire en s'a�ranchissant de l'additivit�e consiste en un

mod�ele multiplicatif, ce mod�ele g�en�eralise �egalement le mod�ele (( racine )) pr�ec�edent.

Altitude = � � temps�

L'estimation donne : b� = 438; 72, b� = 0; 643, et un R2 de 97,69 %, l'ajustement repr�esent�e en 3.3

est correct.

Ici, les pr�evisions semblent bonnes, meilleures en tout cas que pour les autres mod�eles, si l'on

en juge par la �gure 3.5.

Le coe�cient � a une valeur proche, mais sup�erieure �a 1
2
, et le mod�ele a un meilleur compor-

tement �a long terme que le mod�ele (( racine )). Pour t grand on a en e�et
p
t � t0:64, la courbe

s'in
�echit donc moins pour les pr�evisions �a long terme. Ce r�esultat con�rme donc les bons r�esul-

tats du mod�ele (( racine )), en tout �etat de cause une puissance du temps n'est pas forc�ement une

mauvaise approche pour la mod�elisation de trajectoires.

Ce r�esultat est cependant �a prendre avec prudence puisque l'on dispose ici d'un nombre d'ob-

servations �elev�e 4. Nous verrons dans la section suivante 3.2 que ce mod�ele est trop rigide pour

pouvoir s'adapter aux contraintes de pr�evision avec peu de points observ�es.

Remarque :

Il est �a noter que si l'on prend le logarithme de part et d'autre de l'�equation d�e�nissant le

mod�ele multiplicatif, on tombe sur un mod�ele lin�eaire dans lequel les variables sont transform�ees

logarithmiquement.

4: Une observation toutes les secondes pendant 530 secondes.
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Fig. 3.3 - Mod�ele de pr�evision multiplicatif

log(Altitude) = �0 + � � log(temps)
Il en est de même pour tous les mod�eles propos�es ici, qui ne sont que des transformations du

mod�ele lin�eaire.

3.1.4 Mod�ele (( Logarithmique ))

Une nouvelle fois l'aspect visuel, sans �el�ement th�eorique, de la courbe nous inspire une mod�e-

lisation (( ad hoc )) logarithmique:

Altitude = �+ � � log(temps)

La minimisation par moindre carr�es nous donne : b� = �19298; 2 et b� = 6574; 66 et un R2 de

83,76 . Soit le moins bon de tous les ajustements propos�es par les di��erents mod�eles.

Ce mod�ele (( sous-estime )) �enorm�ement la trajectoire. L'observation de la courbe pr�evue 3.4 et

de l'erreur de pr�evision 3.5 renforce le sentiment de mod�elisation inad�equate.

3.2 Pr�evisions op�erationnelles

De mani�ere quelque peu surprenante, les mod�eles non-lin�eaires (( multiplicatif )) et (( racine ))

estiment relativement bien la trajectoire, l'�etude des erreurs de pr�evision donn�ees par la �gure

3.5 nous permet d'esp�erer des pr�evisions �ables. Les r�esultats obtenus pour un nombre important

de donn�ees, et pour une longue s�erie sont assez bons puisque l'erreur de pr�evision pour ces deux

mod�eles ne d�epasse pas 500 pieds. De par leur simplicit�e 5, ces mod�eles permettent �egalement le

calcul d'intervalles de con�ance autour de la valeur pr�edite, comme nous pouvons le voir sur les

�gures 3.2 et 3.3.

5: Ils ne sont l'un et l'autre que des transformations du mod�ele lin�eaire !
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Fig. 3.4 - Mod�ele de pr�evision logarithmique
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Fig. 3.6 - Pr�evisions pour di��erentes dur�ees d'observation (Mod�ele (( multiplicatif ))).

Nous avons donc utilise ces mod�eles en situation r�eelle, c'est �a dire en nous pla�cant �a T = 50s,

T = 150s et T = 300s et en estimant les param�etres � et � �a partir des points observ�es avant

ces dates. Les trajectoires estim�ees et pr�evues ont �et�e repr�esent�ees jusqu'�a T = 600 de mani�ere �a

nous rendre compte des erreurs de pr�evision �a court et �a long terme. Par souci de coh�erence, nous

avons e�ectu�e ces pr�evisions sur la base des trajectoires issues du g�en�erateur du CENA. Dans ce

cadre nous nous sommes restreint �a n'observer qu'un point toutes les 5 secondes. Les trajectoires

pr�evues sont repr�esent�ees dans les �gures 3.6 et 3.7 pour les mod�eles (( multiplicatif )) et (( racine ))

respectivement.

Les r�esultats sont assez mitig�es :

{ On remarque que ces mod�eles sous-estiment la trajectoire r�eelle quelle que soit la con�gura-

tion 6. Le mod�ele (( multiplicatif )) se comporte toutefois mieux que (( racine )) avec des �ecarts

se r�eduisant peu �a peu au cours du temps (et lorsque le nombre d'observations augmente).

{ La pr�evision peu de temps apr�es le d�ebut de l'observation (T = 50s), est assez catastrophique

dans les deux mod�elisations, y compris �a court terme ou l'on observe une divergence tr�es

importante de la courbe pr�evue par rapport �a la trajectoire r�eelle.

{ Par contre les pr�evisions au temps T = 300s, du mod�ele (( multiplicatif )), donnent de bons

r�esultats, surtout �a long terme. Les erreurs de pr�evision restent cependant de l'ordre de 1000

pieds. En �n d'observation ( T = 600s), alors que l'avion est �a 100 secondes et 3000 pieds

de sa stabilisation en croisi�ere, la trajectoire r�eelle s'in
�echit, ce qui explique que le mod�ele

(( recolle )) �a la r�ealit�e, ce qui semble inesp�er�e dans d'autres con�gurations.

{ Les intervalles de con�ance, pour la pr�evision, (non repr�esent�es sur les graphiques 3.6 et 3.7),

ne contiennent que rarement la trajectoire r�eelle, ce qui rend la pr�evision peu �able.

6: Ceci est certainement dû �a l'estimation des moindres carr�es : l'estimateur de � agit en e�ectuant une somme

pond�er�ee des observations, une sorte de (( barycentre )). La trajectoire �etant croissante, la courbe pr�evue est donc

(( tir�ee )) vers le bas pas le poids des observations pass�ees, de valeurs plus faibles.
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Fig. 3.7 - Pr�evisions pour di��erentes dur�ees d'observation (Mod�ele (( racine ))).

3.3 Bilan

Il existe de nombreuses autres mod�elisations pour des courbes de la forme de celles �etudi�ees.

On pourrait par exemple envisager d'autres mod�eles non-lin�eaires plus sophistiqu�es comme des

mod�eles polynômiaux:

Altitude = �+ � � ptemps + 
 � temps + � � temps2 + � � �
ou des mod�eles mixtes du type :

Altitude = �+ � � �
p
temps + 
 � log(temps) + � � temps�

Les variations sur ce th�eme sont, h�elas, in�nies. Quelle que soit la mod�elisation choisie, nous

sommes limit�es �a l'estimation, plus ou moins complexe, de param�etres pr�ed�e�nissant la forme de

la fonction �a estimer, en l'occurrence la trajectoire.

Outre les probl�emes d'estimation des param�etres 7 dans des �equations non-lin�eaires comme

celles-ci, le probl�eme du choix (( ad hoc )) de la mod�elisation s'av�ere crucial. En e�et, nous ne

savons pas r�epondre �a la question :

Comment trouver une bonne mod�elisation?

L'approche propos�ee ici est tr�es r�eductrice puisque l'on cherche �a approcher une courbe originale

,la trajectoire - c'est �a dire un �el�ement d'un espace fonctionnel- par une fonction connue, le mod�ele

- c'est �a dire un �el�ement d'une famille param�etr�ee. La dimension de l'espace de recherche est donc

trop faible pour approcher convenablement la fonction inconnue. Les erreurs de pr�evision sont alors

beaucoup trop importantes pour être acceptables, même si les intervalles de con�ance pr�esentent

un attrait consid�erable.

Nous nous proposons donc de contourner ce probl�eme dans le chapitre suivant par l'utilisation

de m�ethodes non-param�etriques ne reposant sur aucun mod�ele pr�e�etabli.

7: Les variables temps, log(temps) et temps� �etant tr�es fortement corr�el�ees, le probl�eme d'identi�cation des

param�etres peut être important, et l'estimation fauss�ee.
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Chapitre 4

M�ethodes non-param�etriques

Ce chapitre se veut une introduction, th�eorique et pratique, aux estimateurs non-param�etriques.

Apr�es avoir pr�esent�e succinctement di��erents estimateurs fonctionnels nous d�etaillerons plus parti-

culi�erement les propri�et�es relatives �a l'estimateur utilisant la m�ethode du noyau, et discuterons de

son utilisation pour les probl�emes de pr�evision. Nous nous pr�eoccuperons �egalement du probl�eme

crucial de s�election du param�etre de fenêtre, et de son impact sur la (( douceur )) de l'estima-

teur fonctionnel. En�n nous �etudierons l'in
uence de ce param�etre sur la pr�evision et proposerons

des m�ethodes pour le s�electionner. Le lecteur int�eress�e pourra trouver en annexe les fondements

th�eoriques ainsi que les pricipaux r�esultats de convergence de ces m�ethodes.

4.1 Introduction

(( On dit qu'un probl�eme d'estimation est non-param�etrique lorsqu'il ne peut pas se ramener
au probl�eme de l'estimation d'un �el�ement d'un espace vectoriel de dimension �nie ))

G�erard Collomb (1976)

D'apr�es G. Collomb [5], l'estimationnon-param�etrique se pr�esente commeune (( non-d�e�nition )),

rejetant l'estimation d'un param�etre sans que ne soit explicitement expos�e l'objet �a estimer. Dans

cette approche non-param�etrique, l'objet d'int�erêt est une fonction tout-�a-fait g�en�erale, apparte-

nant �a un espace fonctionnel 1. Dans le cadre de ce travail, et a�n de clari�er notre propos, nous

entendrons par (( non-param�etrique )) l'estimation de la fonction f dans le mod�ele :

Y = f(X) + u

o�u (X;Y ) est un couple de variable al�eatoires d�e�nies sur l'espace mesur�e (<p �<;B<p+1; �)

et o�u E [u j X] = 0, presque sûrement

dans laquelle, ni la forme de la fonction f (fonction de r�egression), ni la distribution des r�esidus

ne seront sp�eci��es.

Ceci est la double n�egation d'un mod�ele param�etrique o�u, par exemple, la forme lin�eaire est

impos�ee et o�u la distribution des r�esidus est sp�eci��ee (voir chapitre 3).

Une classi�cation pr�ecise entre estimation param�etrique, non-param�etrique, semi-param�etrique

et semi-non-param�etrique a �et�e d�etaill�ee par M. Delecroix [7]. Cette classi�cation se base sur l'objet

d'int�erêt de l'estimation, et nous ne la d�etaillerons pas davantage, laissant le lecteur int�eress�e se

reporter �a cette r�ef�erence.

1: Nous verrons que cette proc�edure n'exclut cependant pas tout param�etre de l'estimation.
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L'accent sera mis dans ce chapitre sur l'importance des choix arbitraires intervenant dans l'es-

timation non-param�etrique, et en premier lieu, sur le choix du param�etre d�eterminant le degr�e

de (( douceur )) de l'estimateur non-param�etrique. En e�et, (( non-param�etrique )) ne signi�e pas

absence de param�etre, bien au contraire et un param�etre de lissage interviendra de mani�ere cru-

ciale dans l'estimation. La s�election de ce param�etre dans le cadre de la m�ethode du noyau de

convolution sera �etudi�ee et illustr�ee a�n de mieux cerner l'impact de ce choix sur l'estimateur et

donc sur la pr�evision. Pour la suite de notre travail nous tenterons de d�eterminer un crit�ere objectif
face �a l'arbitraire des choix ad hoc.

Comme dans tout travail d'estimation, nous supposerons l'observation d'un �echantillon i.i.d.,

not�e (Xi; Yi)i=1;::n d'un couple de variable al�eatoires (X;Y ) d�e�nies sur l'espace r�eel mesur�e

(<p �<;B<p+1; �) et de densit�es jointe et marginales not�ees respectivement '(x; y) et '(x), '(y).

A�n d'assurer l'existence de f(x) = E [Y j X = x], nous supposerons que E [jY j] < 1 . La

fonction f n'�etant d�e�nie sur <p qu'�a une �equivalence pr�es, nous supposerons �egalement qu'il en

existe une version continue f . Par convention, on posera f(x) = 0 si la densit�e de X est nulle

('(x) = 0). Par soucis de clart�e nous nous restreindrons au cas particulier univari�e (p=1).

4.2 D�e�nition des estimateurs

L'estimation non-param�etrique d'une fonction repose sur l'id�ee intuitive que l'estimateur bf (�),
qui est donc �egalement une fonction, en un point x doit être (( proche )) de Yi si x est (( proche )) deXi.

La même propri�et�e se r�ep�etant sur l'ensemble des observations, les estimateurs non-param�etriques

de la r�egression s'�ecriront donc comme des moyennes pond�er�ees des Yi, la pond�eration prenant en

compte l'�eloignement de Xi au point consid�er�e.

La forme g�en�erale d'un estimateur non-param�etrique d'une fonction, tel que nous venons de le

pr�esenter, sera donc :

bf (x) = nX
i=1

Yi �Wm(Xi; x) (4.1)

De mani�ere �a obtenir une pond�eration de somme totale unitaire, on posera :

Wm(Xi; x) =
wm(Xi; x)Pn

i=1 wm(Xi; x)

Suivant le type de pond�eration utilis�e, nous obtiendrons di��erents types d'estimateurs, chacun

d�ependant d'un param�etre dont le choix permet de d�eterminer la (( douceur )) de l'estimateur.

Parmi les m�ethodes les plus utilis�ees nous pouvons citer :

{ L'estimateur des k points les plus proches :

wk(Xi; x) = 1[les k Xj les plus proches de x] (Xi)

Cette m�ethode propose d'approcher localement f(x) par une moyenne des k points observ�es

(( les plus proches )) du point consid�er�e. Le param�etre k intervenant dans cette d�e�nition

d�etermine le nombre de points consid�er�es comme pertinents pour estimer f en x, les autres

points ne participant pas au calcul de bf (x):
Si k est (( petit )), par exemple pour k = 3, l'estimateur connâ�tra de fr�equentes (et possible-

ment importantes) variations, au contraire, pour k (( grand ))(de l'ordre du nombre total de

points), l'estimateur sera (( plat )) voire constant puisqu'e�ectuant une moyenne de presque

tous les points.
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Fig. 4.1 - Exemple de Noyau K(u
h
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{ L'estimateur de la fenêtre mobile (ou r�egressogramme) est obtenu en posant 2 :

wh(Xi; x) = 1[x�h ; x+h](Xi)

Ici, le param�etre est la largeur 2h de la fenêtre 3 construite autour de x dans laquelle sont

retenues les observations sur lesquelles porte la moyenne des Yi. L�a encore, suivant la valeur

du param�etre de lissage h, la fonction estim�ee prendra des allures plus ou moins (( lisses )).

Ces deux estimateurs, s'ils permettent l'estimation d'une fonction en tous points, ne sont pas

continus et pr�esentent des sauts dûs �a la fonction indicatrice intervenant dans leur d�e�nition,

en outre ils attribuent le même poids �a chacun des points retenus, ind�ependamment de leur

proximit�e au point x.

{ L'estimateur du noyau de convolution

wh(Xi; x) = K

�
Xi � x

h

�
o�u K est une fonction continue prenant en compte l'ensemble des points de l'�echantillon,

dont la valeur diminue avec l'�eloignement entre x et Xi, et o�u h est un r�eel positif permettant

de relativiser cet �eloignement. Typiquement,la fonction K choisie donnera plus de poids �a

des individus proches de x, et moins �a ceux qui s'en �eloignent. Un exemple de fonction K est

la densit�e gaussienne repr�esent�e dans la �gure 4.1, pour di��erentes valeurs de la (( fenêtre ))

h.

Cet estimateur, continu et r�egulier par construction, est le plus utilis�e et le mieux cern�e par

la litt�erature. Nous l'utiliserons pour la suite de cette �etude et en pr�eciserons les avantages

et propri�et�es dans la section 4.3.

2: la fonction 1I(x) est l'indicatrice de l'intervalle I : 1I(x) =

n
1 si x 2 I

0 Sinon

3: C'est �a cette technique que le param�etre de lissage doit le terme usuel de fenêtre.
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{ L'estimateur du noyau de convolution r�ecursif

wh(Xi; x) = K

�
Xi � x

hi

�
est une variante de cet estimateur introduit par Devroye et Wagner (voir H�ardle [15]), pour

lequel h est remplac�e par la suite (hi)i=1;:::;n , hi variant avec le point Xi consid�er�e.

{ L'estimateur des fonctions orthogonales

wM (Xi; x) =

MX
j=1

ej(Xi) � ej(x)

o�u la suite de fonctions (ej(�))j2Z constitue une base orthogonale de l'espace Hilbertien

L2(<) suppos�e contenir la fonction de r�egression f .

Il s'agit l�a d'un estimateur bas�e sur la projection de f sur une base de fonctions orthogonale,

dans laquelle les coe�cient directeurs de la base sont estim�es. L'entier M repr�esente alors

le nombre d'�el�ements de la base intervenant dans cet estimateur, et donc un param�etre

arbitrant la (( �d�elit�e aux donn�ees )).

{ L'estimateur �a ondelettes orthogonales

wp(Xi; x) =
X
j2Z

2p�(2pXi � j) ��(2px� j)

o�u �(�) 2 L2(<) est issue d'une analyse multir�esolution, qui est une d�ecomposition de l'espace

L2(<) en une suite croissante d'espaces vectoriels ferm�es Vj . On �etablit que pour tout entier

relatif j, la suite de fonctions
�
2
j

2�
�
2j � �k� �

k2Z
constitue une base orthonorm�ee de Vj .

Le param�etre p (ou plutôt 2p) d�etermine la (( �nesse )) de cette d�ecomposition (voir Gasquet

et Witomsky [10]).

D'autres estimateurs peuvent s'�ecrire sous cette forme avec une pond�eration non unitaire et

sont propos�es par Ullah et Vinod [29].

{ L'estimateur de Mack et M�uller [19]

Wh(Xi; x) =
1

nh

1b'(Xi)
�K
�
Xi � x

h

�

o�u b'(Xi) =
1
nh

Pn

j=1 K
�
Xi�Xj

h

�
est l'estimateur du noyau de la densit�e ' au point Xi.

Cet estimateur est l'estimateur du noyau pour lequel le d�enominateur est b'(Xi) au lieu deb'(x). L'avantage de cet estimateur r�eside dans le calcul de l'estimateur de la d�eriv�ee de f(x)

puisque seul le num�erateur est alors �a calculer.

{ L'estimateur de Gasser et M�uller [11]

Wh(Xi; x) =
1

h

Z
Ai

K

�
u� x

h

�
du

o�u Ai = (Si�1; Si+1), et Si = (Xi + Xi+1)=2 est le milieu des points Xi et Xi+1. Cet

estimateur est d�evelopp�e dans le cadre des r�egresseurs �xes.
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Tous ces estimateurs sont construits et ont �et�e pens�es comme des sommes pond�er�ees des Yi, la

pond�eration �etant (( r�egul�ee )) �a chaque fois par un param�etre r�eel (h, k, hi, M, p, etc) D'autres

techniques d'estimation non-param�etrique existent n�eanmoins et ne sont pas issues de la même

logique. Certains estimateurs sont ainsi d�e�nis non comme une somme pond�er�ee, mais comme

minimisant un crit�ere sur un ensemble de fonctions.

{ On peut ainsi citer les (( fonctions splines cubiques )) d�etermin�ees comme les fonctions deux

fois di��erentiables minimisant:

S� =

nX
i=1

(Yi � f(Xi))
2
+ �

Z
(f 00(x))

2
dx

sur un intervalle compact. La solution unique de cette minimisation est bf�.
On montre que bf� est un polynôme cubique entre deux observations successives (voir Eubank

[8]).

Le param�etre � sert en fait d'arbitrage entre la (( �d�elit�e aux donn�ees )),
�P

i (Yi � f(Xi))
2
�

et la (( douceur de la courbe )),
�R

(f 00(x))
2
dx
�
.

Silverman (voir H�ardle[15]), remarque toutefois que l'on peut encore approximer bf� par une

somme pond�er�ee de Yi avec la pond�eration suivante :

W�(x;Xi) =
1

'(x)

1

h�(x)
�K
�
x�Xi

h�(x)

�
o�u h�(x) est une fenêtre locale d�ependant de � et de la densit�e ' des Xiet o�u K est une

fonction telle que limjuj!1K(u) �! 0

{ Une autre classe d'estimateurs d�e�nis dans la même logique de minimisation est celle des

M -estimateurs �a noyau solutions d'un probl�eme d'optimisation du type :

cfn(x) = Argmin
f

nX
i=1

1

h
�K
�
S(Wi; �i) � x

h

�
� (Wi; �n; x; f) (4.2)

o�u S et  sont des fonctions connues d�e�nissant la variable conditionnante S(Wi; �i), et

la fonction d'objectif param�etrique respectivement. Les (Wi)i=1;:::;n sont les observations et

�i tend vers une limite �1 lorsque n tend vers l'in�ni. Cette formulation g�en�erale permet

�egalement de retrouver certains des estimateurs que nous venons de citer dans une optique

de type (( condition de moment ))
4 (voir H�ardle[15]).

Remarques :

{ Quelle que soit la m�ethode d'estimation propos�ee, le probl�eme de (( douceur de l'estimateur ))

�evoqu�e ci-dessus, se posera par l'interm�ediaire du param�etre de lissage. Son choix permettra

d'arbitrer entre (( variabilit�e )) et (( lissage )) ou, d'une mani�ere plus formelle, entre (( variance ))

et (( biais )) comme nous le verrons section 4.4. Nous pouvons nous repr�esenter l'impact de la

fenêtre sur l'estimation d'une fonction par la m�ethode du noyau en examinant la �gure 4.2.

Il est �a noter que cette repr�esentation est valable pour n'importe quelle m�ethode pr�esent�ees

ici.

4: L'estimateur �a noyau de la r�egression est ainsi solution de (4.2) lorsque:

 (Wi; �n; x; f) = (Yi � f(x))2
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Y

Y

Xi

i

X

f(x) pour

f(x) pour

^
^ h "petit"

h "raisonnable" 

Fig. 4.2 - Impact de la fenêtre (h) sur l'estimateur bf d'une fonction f .

{ Pour chacune des m�ethodes envisag�ees ci-dessus, ce param�etre est, en r�ealit�e, d�ependant

de la taille de l'�echantillon, voire de l'�echantillon lui-même si l'on souhaite le s�electionner

convenablement. Les estimateurs propos�es ci-dessus seront donc retrouv�es dans la litt�erature

sous la forme d'une suite de param�etres, h(n), M (n), etc. Les propri�et�es de convergence de

ces estimateurs seront conditionn�ees par des hypoth�eses sur la vitesse de convergence (ou de

divergence) de ces suites.

4.3 Estimateur du noyau de convolution

D�e�nition 1 (Noyau de Parzen-Rosenblatt)
Un noyau K est une application de <p dans <, born�ee, int�egrable pour la mesure de Lebesgue,

d'int�egrale unitaire. Un noyau de Parzen-Rosenblatt v�eri�e de plus :

lim
kxk!1

kxkpK(x) = 0

o�u k�k d�esigne la norme de <p.

Un exemple de noyau de Parzen-Rosenblatt est la densit�e normale standard (voir �gure 4.1)

qui v�eri�e cette condition. Nous utiliserons ces noyaux dans la suite de ce travail.

On d�e�nit �egalement des classes de noyaux correspondants �a des propri�et�es de r�egularit�e par-

ticuli�eres.

D�e�nition 2 (Noyau d'ordre m)
Le noyau K appartient �a la classe Km( <p) des noyaux d'ordre m si :

Z
<p

pY
i=1

xaii K(x1; x2; : : : ; xp)dx1 � � �dxp =
8<:

1 si ai = 0 ; 8 i = 1; : : : ; p

0 si 0 <
Pp

i=1 ai < m

et
R
<p jxij

m jK(x1; x2; : : : ; xp)j dx1 � � �dxp <1 ; 8x 2 <p
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Fig. 4.3 - Cas limites pour le choix de la fenêtre h dans bf .
Cette propri�et�e est standard en statistique non-param�etrique et est couramment utilis�ee comme

hypoth�ese de r�egularit�e pour les noyaux dans les th�eor�emes de convergence asymptotique.

Il est �a noter que pour m � 3, les noyaux de Km( <p) ne sont plus des densit�es, et pourront
prendre des valeurs n�egatives sur certains intervalles.

D�e�nition 3 (Estimateur du noyau de la r�egression)
Soit (Xi; Yi)i=1;���;n n observations d'un couple (X;Y ) de variables al�eatoires d�e�nies sur

l'espace r�eel mesur�e (<p �<;B<p+1; �). L'estimateur du noyau de convolution de la r�egression
f(x) = E [Y j X = x] associ�e au noyau K et �a la fenêtre hn, un nombre r�eel d�ependant de n, est
d�e�ni par :

cfn(x) = 1
nh

p

n

Pn

i=1 YiK
�
Xi�x
hn

�
1

nh
p

n

Pn

i=1 K
�
Xi�x
hn

� 8x 2 <p (4.3)

avec la convention cfn(x) = 0 si le d�enominateur 1
nh

p

n

Pn

i=1 K
�
Xi�x
h

�
= 0.

Cette formulation ayant �et�e introduite simultan�ement par Nadaraya [22] et Watson [32] en

1964, cet estimateur est �egalement appel�e estimateur de Nadaraya -Watson.

Le rôle de la fenêtre hn dans cet estimateur peut être visualis�e en se repr�esentant deux cas

limites :

- si hn !1 alors K
�
Xi�x
hn

�
! Cste = K(0) ,8x et cfn(x)! Cste � 1

n

P
i
Yi = Cste � Y

L'estimateur d�eg�en�ere en une fonction d'une douceur extrême puisque constante, mais sans

estimer r�eellement f(x).

- si hn ! 0 sans restriction, K
�
Xi�x
hn

�
!
�

1 si x = Xi

0 Sinon

L'estimateur devient alors extrêmement sensible �a l'�eloignement de x �a Xi et tend vers une

fonction discontinue passant par tous les points (Xi; Yi). Ces cas sont repr�esent�e dans la

�gure 4.3.
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Remarque : Le d�enominateur de l'expression (4.3) est un estimateur de la densit�e marginale

'(x), tandis que le num�erateur constitue un estimateur de �(x) =
R
y'(x; y)dy. Nous pouvons

donc �ecrire cfn(x) sous la forme: cfn(x) = c�n(x)c'n(x)
Si, en particulier, K est une densit�e de probabilit�e alors l'estimateur c'n(x) de '(x) est donn�e

par la densit�e de la somme de deux variables al�eatoires :

- l'une suivant la densit�e empirique des Xi, �n = 1
n

P
i �Xi

- l'autre suivant la distribution de densit�e Kn (�) = 1
h
p

n

K
�

�
hn

�
La convolution ainsi r�ealis�ee suit une distribution de densit�e :

c'n(x) = (Kn � �n) (x) = 1

nh
p
n

nX
i=1

K

�
Xi � x

hn

�
d'o�u l'estimateur tire son nom (( d'estimateur du noyau de convolution )).

4.3.1 Propri�et�es g�en�erales

Le premier r�esultat de convergence est dû �a Bochner [1], dont le lemme est �a la base des

principaux th�eor�emes de convergence. Nous tirons son �enonc�e de l'ouvrage de Bosq et Lecoutre

[2] (p. 61).

Lemme (de Bochner) :

i) Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt et g une fonction de L1.

Alors, en tout point x, o�u g est continue :

lim
hn!0

(Kn � g) (x) = g(x)

ii) Soit K un noyau quelconque et g une fonction de L1 uniform�ement continue, alors

lim
hn!0

sup
x

j (Kn � g) (x)� g(x)j = 0

L'interpr�etation de ce lemme est que lorsque la fenêtre h est (( petite )), la convolution d'une

fonction de L1 avec Kn perturbe peu cette fonction.

4.3.2 Propri�et�es de convergence ponctuelle de l'estimateur cf
n
:

Quelques hypoth�eses standard permettant l'application du lemme de Bochner sont pr�esent�ees

ici.

Hypoth�eses H0

i) Les observations (Xi; Yi)i=1;���;n sont des observations ind�ependantes du couple de variables

al�eatoires (X;Y ) de <p �<.

ii) Le noyau K(�) est de Parzen-Rosenblatt
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iii) La fenêtre hn v�eri�e limn!1 hn = 0 et limn!1 nhpn =1

Cette derni�ere hypoth�ese ( iii) sur les fenêtres est la traduction d'un arbitrage entre variabilit�e

et douceur de l'estimateur d�ej�a �evoqu�e au travers des �gures 4.2 et 4.3. Elle nous impose un (( juste

milieu )), n�ecessaire �a la convergence de l'estimateur cfn.
Dans la suite de ce travail nous supposerons ces hypoth�eses v�eri��ees, et nous ne mentionnerons

que les hypoth�eses suppl�ementaires.

Nous rappelons, tout d'abord un r�esultat concernant la convergence des estimateurs c'n(x) de
la densit�e '(x) et de c�n(x), estimateur de �(x) =

R
y'(x; y)dy, c'est �a dire des estimateurs du

num�erateur et du d�enominateur de la fonction de r�egression f .

Th�eor�eme 1 (Convergence en moyenne quadratique de c'n(x))
Supposons E

�
Y 2
�
<1 et posons v(�) = V ar [Y j X = �],

Si

{ ' (�) est continue au point x

Alors c'n(x) converge en moyenne quadratique vers '(x).

Si de plus :

{ f (�) et v (�) sont continues au point x

Alors c�n(x) converge en moyenne quadratique vers �(x).

La d�emonstration de ce th�eor�eme d�ecoule de la d�e�nition de l'erreur quadratique de c'n(x)
et du lemme de Bochner (voir Bosq et Lecoutre [2]). Cette erreur a �et�e �etudi�ee notamment par

Collomb [5] pour l'�etude des moments conditionnels E [Y a j X] lorsque a 2N.

Ce th�eor�eme permet de v�eri�er que l'estimateur cfn(x) est un estimateur convergent de l'esp�e-

rance conditionnelle E [Y j X = x], comme l'indique le corollaire suivant.

Th�eor�eme 2 (Convergence simple en probabilit�e)
Sous les hypoth�eses du th�eor�eme pr�ec�edent et :

Si '(x) 6= 0, alors : cfn(x) p�! f(x):

4.4 Du bon choix de la fenêtre

(( However there is a price to be paid for the great 
exibility of nonparametric methods, which
is that the smoothing parameter must be chosen ))

J. S. Marron (1988)

Nous avons relev�e dans la section pr�ec�edente l'importance de la fenêtre intervenant dans l'es-

timation non-param�etrique, et nous nous proposons d'apporter des �el�ements de r�eponse, fournis

par la litt�erature, �a la question :

(( Comment choisir la fenêtre? ))
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En l'absence de techniques de s�election, l'utilisateur de la statistique non-param�etrique s�elec-

tionne g�en�eralement la fenêtre au vu de la courbe, par essais successifs, cette technique visuelle

ne pouvant d'ailleurs s'appliquer que pour des dimensions de r�egresseurs faibles (p < 3). L'aspect

arbitraire de ce choix �etant peu souhaitable, (en particulier dans un cadre comme le nôtre), il nous

semble n�ecessaire de d�eterminer des crit�eres de s�election objectifs de ce param�etre.

Une mani�ere de s'assurer (( objectivement )) du comportement de l'estimateur en fonction de la

fenêtre, est d'examiner un crit�ere d'erreur entre la fonction de r�egression et son estim�ee. Certains

de ces crit�eres seront globaux ou locaux, ils peuvent être bas�es sur la pr�evision ou sur l'�ecart au

sens d'une norme fonctionnelle, qui variera suivant l'utilisation ou les propri�et�es souhait�ees de

l'estimateur.

L'un des crit�eres le plus utilis�e repose sur l'Erreur Quadratique Int�egr�ee (EQI) d�e�nie par 5 :

EQI(h) =

Z
<p

�cfn(x)� f(x)
�2
'(x)$(x)�(dx)

o�u $(�) est une fonction de poids 6.

Ce crit�ere �etant th�eorique, on peut en trouver une version empirique, l'Erreur Quadratique

Empirique (EQE), en rempla�cant la mesure de Lebesgue par la loi empirique des Xi :

EQE(h) =

nX
i=1

�cfn(Xi)� f(Xi)
�2
$(Xi)

ou une version globale, l'Erreur Quadratique Int�egr�ee Moyenne (EQIM ) obtenue en prenant

l'esp�erance de l'EQI :

EQIM (h) = E [EQI(h)] = E

�Z
<p

�cfn(x)� f(x)
�2
'(x)$(x)�(dx)

�
H�ardle et Marron [21] montrent que ces trois mesures quadratiques sont asymptotiquement

�equivalentes pour une grande vari�et�e d'estimateurs.

La fenêtre id�eale, hopt doit alors r�ealiser le minimum de l'un de ces crit�eres qui d�ependent des

fonctions inconnues f et '. On la d�e�nit par :

hopt = Arg min
h2Hn

EQI(h)

Le rôle de la fenêtre h dans ces crit�eres d'erreur peut être vu �a travers une formulation de Vieu

[31] donnant une �evaluation asymptotique de l'EQI pour des fonctions f et ' d-fois continûment

di��erentiables et pour des noyaux d'ordre d :

EQI(h) = B � h2d + V

n � hp + op

�
h2d +

1

n � hp
�

(4.4)

o�u : B et V sont deux nombres r�eels �nis

et p est la dimension du vecteur al�eatoire X.

Nous retrouvons ici l'aspect d'arbitrage entre Biais et V ariance jou�e par la fenêtre, puisque

les termes B et V correspondent respectivement �a des termes de biais et de variance approch�es

(voir �egalement Rice [24], ou H�ardle et Marron [21]). A propos de cette expression H�ardle [15]

�ecrit d'ailleurs :

(( (� � �) one gets a feeling of what the smoothing problem is about : Balance the variance

versus the biais. ))

5: Il existe bien d'autres crit�eres et nous ne citons ici que les plus (( populaires )), voir H�ardle [15] ou Marron [21].

6: Cette fonction de poids est g�en�eralement introduite dans ces d�e�nitions pour compenser les probl�emes d'esti-

mation lorsque la densit�e des r�egresseurs devient faible ((( E�ets de bord ))). Les conditions sur cette fonction sont

donc li�ees �a la densit�e inconnue '(x), n�ecessitant une information suppl�ementaire.
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Cette expression permet de d�egager deux optiques menant �a deux proc�edures de choix de la

fenêtre.

{ Soit on estime la fenêtre minimisant le crit�ere retenu (ici l'EQI(h)) en estimant B et V ,

{ Soit on estime le crit�ere (l'EQI(h)) et on s�electionne la fenêtre minimisant ce nouveau crit�ere.

La premi�ere solution m�ene aux techniques de (( Plug-in )), la seconde aux m�ethodes de (( vali-
dation crois�ee )).

4.4.1 Le (( plug-in ))

La m�ethode du (( Plug-in )) repose sur la s�election de la fenêtre hd minimisant l'EQI(h) donn�e

par (4.4). Cette fenêtre peut être approch�ee par chd obtenue en estimant les termes B et V qui

d�ependent des fonctions inconnues f , ' (et de leurs d�eriv�ees) ainsi que du noyau K.

Cette technique est tr�es satisfaisante th�eoriquement puisque l'expression de hd minimisant

l'EQI(h) dans l'�equation (4.4) est :

hd =

�
p � V
2d �B

� 1

2d+p

� n �1

2d+p

et que EQI(hd) est alors de l'ordre

EQI(hd) = Op

�
n�

2d

2d+p

�
Cette vitesse de convergence est donn�ee par Stone [28] comme �etant la vitesse de convergence

optimale dans la classe des fonctions de r�egression d-fois continûment di��erentiables. De plus la

vitesse de convergence de hd et donc de chd est explicitement n
�1

2d+p .

De plus cette technique nous con�ne �a l'�etude de fonctions de r�egression su�samment r�eguli�eres

(d-fois continûment di��erentiables). En�n, des di�cult�es importantes se posent en pratique : pour

calculer chd il faut, en e�et, estimer les constantes B et V et donc les d�eriv�ees des fonctions f et

' ce qui s'av�ere techniquement d�elicat (voir Vieu [31]).

4.4.2 La (( Validation Crois�ee ))

L'id�ee de base consiste �a trouver une fonction de score CV (h) ayant la même structure que

l'EQI(h) et dont le calcul soit plus simple. On s�electionne alors la fenêtre bhcv minimisant ce crit�ere

dont on attend le même comportement asymptotique que hopt.

Le crit�ere CV (h) est obtenu �a partir de l'Erreur Quadratique Empirique (EQE(h)) dans

laquelle l'estimateur cfn(Xi) est remplac�e par l'estimateur de (( leave-one-out ))

df�in (Xi) et f(Xi)

est estim�e na��vement par Yi (voir H�ardle[15] pp.152-153).

On choisit alors bhcv = Argminh2Hn
CV (h) o�u :

CV (h) =
1

n

nX
i=1

�
Yi � df�in (Xi)

�2
$(Xi)

et df�in (Xi) =

1
nh

p

n

P
j 6=i YiK

�
Xj�Xi

hn

�
1

nh
p

n

P
j 6=iK

�
Xj�Xi

hn

�
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H�ardle et Marron [21] d�emontrent que la fenêtre ainsi obtenue v�eri�e la propri�et�e d'optimalit�e

asymptotique suivante :

EQI(bhcv)
EQI(hopt)

�! 1 p:s:

sous les hypoth�eses suivantes.

Hypoth�eses F0 (Optimalit�e asymptotique) :

{ Hn =
�
h; h

�
=
h
an � n� 1

p ; a�1
n

i
o�u an = C � n� et C; � sont des constantes positives, � 2

h
0; 1

p

i
{ Les fonctions f; ' et K sont H�older continues 7

{ Les moments conditionnels de Y j X sont born�es, c'est-�a-dire :

8 q > 0; 9 Aq > 0 tel que E [jY jq j X = x] < Aq ; 8x
{ La fonction de poids $(�) est �a support compact S

{ La densit�e marginale '(x) est born�ee inf�erieurement sur l'int�erieur de ce support S

L'inconv�enient principal est que la fenêtre bhcv, qui est ici un estimateur, pr�esente une grande

variabilit�e, c'est-�a-dire que pour deux �echantillons distincts issus de la même distribution, les

fenêtres obtenues seront tr�es di��erentes. Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par H�ardle et Marron [15] o�u

il est montr�e que bhcv converge (( tr�es lentement )) vers hopt. Une technique pour pallier �a cet

inconv�enient consiste peut-être �a utiliser le (( double smoothing )) propos�e par H�ardle, Hall et

Marron [21] et �evoqu�e plus haut.

Un autre inconv�enient r�eside dans la compl�exit�e du calcul de la fenetre (( optimale )). Pour

chaque �echantillon de taille n, et avant l'estimation de bf , on doit calculer l'estimateur leave-one-
out, ce qui n�ecessite n op�erations, l'�evaluation du crit�ere CV (h) demande �egalement n calculs, soit

une complexit�e en O(n2) et cela pour une seule fenêtre. Reste ensuite �a minimiser ce crit�ere!

Dans le contexte de notre travail, cette approche est donc tr�es couteuse compte tenu du fait

que notre �echantillon de points observ�es �evolue d'une p�eriode sur l'autre.

Nous verrons dans le chapitre 6 que cette approche pourrait être utilis�ee ou modi��ee dans un

contexte plus restreint. Notamment dans le cas ou les pr�evisions ne concernent qu'un seul type

d'avion, l'estimation de la fenêtre pourrait être calibr�ee par validation crois�ee, pr�ealablement �a la

pr�evison de la trajectoire, par l'utilisation de trajectoires types.

4.4.3 L'approche (( na��ve )) de Bosq et Lecoutre

Dans leur ouvrage, Bosq et Lecoutre [2], pr�econisent une m�ethode particuli�erement simple, �a

partir de l'estimation (cf 4.4) de l'Erreur Quadratique Int�egr�ee (EQI), pour une fonction supos�ee

2-fois continûment di��erentiable (d = 2), et pour x r�eel (p = 1), on peut estimer la fenêtre

minimisant ce crit�ere.

En e�et l'EQI s'�ecrit alors :

EQI(h) = B � h4 + V

n � h + op

�
h4 +

1

n � h
�

(4.5)

d'o�u l'on d�eduit l'expression de la fenêtre minimisant ce crit�ere. L'id�ee de Bosq et Lecoutre est

7: Une fonction g est H�older continue s'il existe des constantes positivesM et �, telles que :

jg(x)� g(t)j �M � kx� tk�
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d'estimer na��vement les termes de variance (V) et de biais (B) inconnus, tout comme dans la

m�ethode du (( plug-in )), mais de mani�ere tr�es simple.

Au lieu de la fenêtre minimisant 4.5, soit :

bh = �V
B

� 1

5

� n� 1

5

ces auteurs nous proposent donc (p.85) :

bh = � � Sn � n� 1

5

o�u Sn est l'�ecart type empirique des Xi (et donc un estimateur de V
1

5 ) et o�u � ne d�epend que du

noyau choisi 8.

Cette m�ethode pr�esente de nombreux avantages : outre le fait qu'elle ne demande pour être

applicable, que des hypoth�eses faibles sur le degr�e de di��erentiabilit�e de f , c'est une m�ethode auto-

matique enti�erement guid�ee par les donn�ees, au travers de l'�ecart type et de la taille de l'�echantillon.

Ce point est particuli�erement satisfaisant dans notre contexte, o�u l'�echantillon observ�e est amen�e

�a varier entre deux pr�evision. De plus, cette proc�edure s'adaptera automatiquement si l'intervalle

de temps entre deux observations est amen�e �a varier. Nous verrons dans les sections suivantes

comment nous pourrons adapter cette proc�edures �a notre probl�eme de pr�evision.

4.4.4 Autres m�ethodes

Il existe de nombreuses autres m�ethodes et notamment des ra�nements de la validation

crois�ee. Vieu [30] propose de s�electionner la fenêtre localement en utilisant un crit�ere de validation

crois�e local, tenant compte de la densit�e autour de chaque observation. Ce crit�ere, particuli�erement

appr�eciable dans le cas d'observations (( mal r�eparties )), est malheureusement encore assez coûteux

en temps de calcul pour être utilis�e en pratique

Une autre variante consiste �a d�etruire plusieurs points en utilisant un estimateur de (( leave-
several-out )) dans la d�e�nition du crit�ere CV .

L'introduction d'une fonction p�enalisante � dans l'estimateur de l'EQE permet d'obtenir un

crit�ere de Score sur la base duquel est estim�ee la fenêtre. H�ardle [15] (pp.155-167) nous donne une

�etude comparative sur un �echantillon, de di��erentes fonctions p�enalisantes.

D'autres m�ethodes sont expos�ees dans la revue sur ce sujet r�ealis�ee par Vieu [31], parmi les-

quelles les m�ethodes de Bootstrap semblent �egalement particuli�erement prometteuses (voir �egale-

ment H�ardle [15]).

4.5 Conclusion

Nous avons expos�e dans ce chapitre quelques unes des m�ethodes d'estimation fonctionnelle.

Ces m�ethodes permettent l'�etude et l'estimation des mod�eles de r�egression en l'absence de forme

fonctionnelle pr�ed�e�nie, et en l'absence de sp�eci�cation de la loi des r�esidus. Cette libert�e dans la

sp�eci�cation (ou plutôt dans l'absence de sp�eci�cation) des mod�eles de r�egression n'est cependant

pas exempte de r�egles. La s�election du param�etre de lissage, dans chacune de ces m�ethodes est

soumis �a des contraintes et les r�egles de s�election pratiques de ce param�etre sont encore �a l'�etude

pour certaines m�ethodes.

Une autre contrainte nous est donn�ee par l'inexistence d'un estimateur sans biais de la r�e-

gression montr�e par Collomb [5], il en r�esulte une approche asymptotique n�ecessitant un nombre

8:Dans le cas d'un noyau gaussien, � vaut 1,059.
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important d'observations. Ce point est aggrav�e par la perte d'une vitesse de convergence (( para-
m�etrique )) (en

p
n), montr�e par Stone [28] ; la convergence non-param�etrique �etant plus lente, ces

m�ethodes exigent un plus grand nombre de donn�ees.

Nous avons pr�esent�e ces m�ethodes sous une forme uni��ee de somme pond�er�ee des observations.

Dans cette optique, l'on comprend mieux le rôle jou�e par la pond�eration fonctionnelle dans chacune

des m�ethodes. Ce rôle est arbitr�e pour chaque m�ethode par un (( param�etre de lissage )), que ce

soit la fenêtre , le nombre de fonctions de base dans les m�ethodes de projection orthogonale, ou le

param�etre de p�enalisation dans les m�ethodes (( splines )).

Nous avons choisi de d�evelopper plus particuli�erement la m�ethode du noyau pour de simples

raisons : cette m�ethode est la plus d�evelopp�ee �a ce jour, et les propri�et�es des estimateurs sont

maintenant bien connues. En outre elle b�en�e�cie d'une abondante litt�erature sur des probl�emes

th�eoriques et appliqu�es. En�n, des proc�edures d'estimation de la fenêtre sont possibles dans le

cadre de cette m�ethode. Certaines sont enti�erement guid�ee par les donn�ees et pr�esentent donc un

caract�ere (( objectif )) particuli�erement appr�eciable dans notre contexte.

Nous utiliserons principalement l'estimation (( na��ve )) due �a Bosq et Lecoutre comme point

de d�epart pour le (( calibrer )) nos fenêtres et jugerons de la pertinence de cette fenêtre au vu des

pr�evisions obtenues, dans le chapitre suivant.

Une question importante reste toutefois sans �el�ements th�eoriques de r�eponse, il semblerait

naturel de voir notre fenêtre varier avec l'horizon de pr�evision. En e�et, plus on veut pr�evoir

loin, plus l'on s'int�eresse �a la (( tendance g�en�erale )) de la courbe, et donc plus l'estimateur de la

trajectoire doit être lisse. On s'attend donc �a ce que la fenêtre s'allonge avec l'horizon de pr�evision.

Nous verrons que cela n'est pas toujours le cas dans nos pr�evisions.
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4.6 Annexe au chapitre 3

Notations

Les (( petits-o )) et les (( grands-O )), que l'on trouve couramment dans la litt�erature sont rappel�es

de mani�ere pr�ecise ici. Ces symboles ont �et�e introduits par Landau pour simpli�er les relations

entre quantit�es (stochastiques ou non) de même Ordre de grandeur, ou d'un o rdre de grandeur

inf�erieur asymptotiquement. Nous nous servirons de ces notations dans les propri�et�es �a venir.

D�e�nition 4 Si f et g sont deux fonctions r�eelles de la variable enti�ere n, alors la notation
f(n) = o (g(n)) signi�e que :

lim
n!1

�
f(n)

g(n)

�
= 0

Il est important de noter que g(n) peut avoir n'importe quel comportement lorsque n ! 1,

en particulier la notation f(n) = o (1) signi�e simplement que la suite f(n) ! 0 lorsque n!1:

D�e�nition 5 Si f et g sont deux fonctions r�eelles de la variable enti�ere n, alors la notation
f(n) = O (g(n)) signi�e qu'il existe une constante K > 0, ind�ependante de n, et un entier N tels
que : ����f(n)g(n)

���� < K ; 8n > N

Ceci signi�e donc que f et g ont le (( même ordre de grandeur ))
9

De même, des relations liant les ordres de grandeur de quantit�es stochastiques sont exprim�ees

par les c�el�ebres (( petits-op ))et (( grands-Op )) d�e�nis comme suit.

D�e�nition 6 Si an est une suite de variables al�eatoires et g est une fonction r�eelle de la variable
enti�ere n, alors la notation an = op (g(n)) signi�e que :

p lim
n!1

�
an

g(n)

�
= 0

De mani�ere similaire, la notation an = Op (g(n)) signi�e que il existe une constante K > 0,
telle que 8" > 0, 9 un entier N" tel que :

Pr

����� ang(n)

���� > K

�
< " ; 8n > N"

Propri�et�es de convergence uniforme de cfn
La formulation du th�eor�eme de convergence uniforme que nous reproduisons ici est tir�ee de l'ou-

vrage de Gy�or�, H�ardle, Sarda et Vieu ([13] pp. 24-30), choisie pour la simplicit�e des hypoth�eses.

Cette formulation nous donne explicitement la vitesse de convergence de l'estimateur.

Th�eor�eme 3 (Convergence uniforme de cfn) :
Soit G un compact de <pet bG un voisinage de ce compact (G � bG),
Supposons E

�
Y 2
�
<1 et posons �2(�) = V ar [Y j X = �], sous les hypoth�eses suivantes :

{ La densit�e '(x) > 0 , 8x 2 G
9: Cette d�e�nition n'exclut pas la possible nullit�e de ce rapport, l'expression (( de même ordre que )) peut être

trompeuse.
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{ 8x 2 bG, �2(x) <1
{ '(�) et f (�) sont d-fois continûment di��erentiables, et ont des d�eriv�ees born�ees,

{ le noyau K est de Parzen-Rosenblatt d'ordre d

et si la fenêtre h est telle que Vn

Vn = hd +

r
log(n)

n � hp

v�eri�e Vn
n!1�! 0, alors

sup
x2G

���cfn(x)� f(x)
��� = Op (Vn)

La preuve de ce r�esultat est donn�e par Gy�or� et alii dans le cadre de processus '-m�elangeant et

n'est pas reproduite ici, laissant le lecteur int�eress�e se reporter �a la di�cile lecture de ces articles.

Bosq et Lecoutre [2] nous donnent d'autres r�esultats de convergence de l'estimateur cfn suivant

le type de norme consid�er�ee pour mesurer l'�ecart de cfn �a f . Des r�esultats plus complets sur la

convergence uniforme sont donn�es �egalement par Sarda et Vieu [31].

Distribution limite

Nous donnons ici le r�esultat principal concernant la distribution asymptotique de cfn: Ce r�esul-
tat a �et�e obtenu par Schuster pour le cas univari�e et �a Collomb [5] dans le cas multidimensionnel.

Des hypoth�eses suppl�ementaires sont n�ecessaires �a ce r�esultat et sont similaires �a celles ren-

contr�ees usuellement. De plus celles-ci sont explicitement utilis�ees dans la d�emonstration, ce qui

rend leur interpr�etation plus facile.

Th�eor�eme 4 (Normalit�e asymptotique de cfn )
Sous les hypoth�eses suivantes :

- 9 � tel que la fonction �2+�(x) � '(x) est uniform�ement born�ee

- Les fonctions f(x)2 �'(x) et �2(x) � '(x) sont continues et uniform�ement born�ees

- Les fonctions '(x) et f(x) �'(x), ainsi que leurs d�eriv�ees et d�eriv�ees secondes sont continues
et uniform�ement born�ees.

- Le noyau K est de Parzen Rosenblatt d'ordre 2

- '(x) > 0

On a,

Si h2n
p
n � hpn n!1�! l avec 0 � l <1

Alors, p
n � hpn

�cfn(x) � f(x)
�

d�! IN
�
l � b(x)
'(x)

;
�2(x)

'(x)

Z
<p
K2(z) dz

�
(4.6)

De plus,

Si h2n
p
n � hpn n!1�! 1
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Alors,

p lim
n!1

h�2
n

�cfn(x)� f(x)
�
=
b(x)

'(x)
(4.7)

avec:
b(x) = 1

2
Tr
�
� @

@x0
@

@x0
[f(x)'(x)]

� � 1
2
f(x)Tr

�
� @

@x0
@

@x0
['(x)]

�
o�u : � =

R
x0xK(x)dx.

Ce dernier r�esultat pouvant �egalement être interpr�et�e comme la convergence en distribution

vers une loi d�eg�en�er�ee.

La d�emonstration de ce r�esultat par Bierens est fort instructive et permet une d�ecomposition

int�eressante entre termes (( asymptotiquement normaux )) et termes (( g�en�erant du biais )). Cette di-

chotomie est tr�es caract�eristique des estimateurs non-param�etriques : ces estimateurs �etant biais�es

en �echantillon �ni, tout l'art consiste �a (( tuer )) ce biais asymptotiquement.

Pour d'autres propri�et�es de convergence nous renvoyons �a Bosq et Lecoutre [2], Collomb [5],

ainsi qu'�a H�ardle [15].
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Chapitre 5

Pr�evisions (( non-param�etriques ))

5.1 Mise en �uvre

Nous avons envisag�e plusieurs approches de mise en �uvre des m�ethodes non-param�etriques

�a notre probl�eme de pr�evision de trajectoires. Nous discuterons tout d'abord de la mani�ere d'en-

visager une pr�evision, puis des di��erents probl�emes d'implantation de ces m�ethodes, en�n nous

proposerons des m�ethodes originales et d�etaillerons la m�ethode utilis�ee, �nalement nous pr�esente-

rons quelques r�esultats.

Il est important de noter que notre probl�eme n'est pas un probl�eme de pr�evision standard.

La nature même de la fonction �a pr�evoir est simple en apparence (monotone par morceaux) mais

tr�es di�cile �a cerner dans le d�etail. En outre les observations ne sont pas tr�es nombreuses et les

horizons de pr�evision souhait�es importants, etc. Le r�eglage du param�etre de fenêtre constituera

donc l'un des probl�emes majeurs de la mise en �uvre de nos m�ethodes pour la pr�evision.

5.1.1 Pr�evision et pr�evisions

Il y a plusieurs fa�cons de concevoir une pr�evision, �a l'horizon p, de la valeur de l'altitude Yn+p,

�a partir des observations jusqu'�a la date Tn : On peut en e�et

{ soit estimer directement le point Yn+p �a partir des observations pass�ees, (Yi)=1;::;n ;

{ soit utiliser une proc�edure donnant la pr�evision �a (( horizon 1 )) de mani�ere r�ecursive.

Dans ce deuxi�eme cas, l'id�ee est de pr�evoir Yn+p sur la base des (Yi)i=1;::;n observ�es aux temps

(Ti)i=1;::;n et des pr�evisions successives bYn+1, bYn+2,...,bYn+p�1 obtenues.

Nous nous proposons de discuter ici des deux approches a�n d'en d�eterminer les avantages et

inconv�enients pour notre �etude.

M�ethode directe

L'estimateur �a noyau de f d�e�ni section 4.3, sur la base de n observations (Ti; Yi)i=1;::;n a pour

expression, pour tout t:

bf (t) = Pn

i=1 Yi �K
�
Ti�t
h

�Pn

i=1 K
�
Ti�t
h

� (5.1)

o�u K(u) = 1p
2��

� e� u
2

2 est la densit�e gaussienne standard.
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Fig. 5.1 - Trajectoire d'un A320 en mont�ee .

Cet estimateur fonctionnel est donc d�e�ni pour tout t, ce qui signi�e que l'on connâ�t la

trajectoire, y compris au del�a de la derni�ere observation. Une m�ethode (( directe )) d'estimation de

Yn+p consiste donc �a remplacer t par Tn+p dans la formule 5.1.

M�ethode r�ecursive

Une autre mani�ere de proc�eder pour pr�evoir Yn+p consiste �a appliquer s�equentiellement, �a court

terme, l'estimateur bf , tout d'abord aux observations (Ti; Yi)i=1;::;n, d'en d�eduire la valeur pr�editebYn+1 de Yn+1, laquelle valeur est introduite comme une nouvelle observation pour l'estimation de

Yn+2 et ainsi de suite, pas �a pas, jusqu'�a l'horizon souhait�e.

L'algorithme de pr�evision suivant cette optique sera r�ecursif, et l'estimateur ne servira qu'a

pr�edire �a tr�es court terme. Il est important de noter que l'erreur de pr�evision initiale peut se

propager de mani�ere catastrophique au cours de cette proc�edure, surtout si p est (( grand )), c'est

�a dire l'horizon ((lointain )).

De la n�ecessit�e de (( �ltrer ))

Si nous examinons une trajectoire d'avion en mont�ee comme celle repr�esent�ee par la �gure 5.1,

nous voyons que, en tout point, la fonction f �a estimer (c'est �a dire la trajectoire), est monotone.

Or, l'estimateur bf de f est construit comme une somme pond�er�ee des observations pass�ees. La

pond�eration �etant unitaire, on ne peut que (( sous estimer )) la trajectoire en utilisant un estimateur

non-param�etrique.

En e�et, l'expression de bf reproduite en 5.1 peut �egalement s'�ecrire :

bf (t) = nX
i=1

Yi �Wh(Ti; t)
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Fig. 5.2 - Estimation par �ltrage.

avec la pond�eration unitaire 1 Wh(Ti; t) v�eri�ant :

Wh(Ti; t) =
wh(Ti; t)Pn

i=1 wh(Ti; t)
et donc

nX
i=1

Wh(Ti; t) = 1

En un point t, l'estimateur, qui se comporte comme un (( barycentre pond�er�e )) des observations,

ne peut d�epasser, en valeur, la plus forte valeur observ�ee, c'est �a dire ici, la derni�ere. Ce ph�enom�ene

est bien connu en statistique 2 et peut être contourn�e simplement par la technique du �ltrage. Pour

cela on peut remarquer que :

Yi+1 = Yi + (Yi+1 � Yi) = Yi + ei+1

avec (ei+1) = Yi+1 � Yi.

L'id�ee du �ltrage consiste �a �eliminer la tendance commune aux Yi par di��erenciation. Cette

technique �elimine la tendance commune aux Yi, pour ne laisser que (( l'innovation )), repr�esent�ee

par la s�erie (ei) des �ecarts ainsi cr�e�es. D'o�u l'id�ee d'estimer cette (( innovation )) c'est �a dire ei pour

l'estimation de la fonction f . Ainsi la pr�evision de Yj+1 connaissant (Yi)i=1;::;j sera bas�ee sur la

pr�evision dej+1 de ej+1 connaissant (ei)i=1;::;j en utilisant l'expression :

dYj+1 = Yj + dej+1

Il su�t donc d'estimer et de pr�evoir la s�erie des innovations (ei)i=1;::;j pour pr�evoir la trajectoire.

Ce principe est illustr�e par la �gure 5.2.

Remarque :

1:Dans notre cas, l'estimateur �a noyau est construit avec la pond�eration:

wh(Ti; t) = K

�
Ti � t

h

�
2:On connâ�t le même type de probl�eme pour l'estimation de s�eries temporelles non-stationnaires (voir par

exemple Hamilton [14]), ou en utilisant des m�ethodes d'estimation classiques (voir Bourbonnais [3]).
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Fig. 5.3 - G�en�eralisation du �ltrage.

Nous pouvons g�en�eraliser ce principe pour l'estimation �a long terme de la trajectoire. Si nous

cherchons �a estimer Yn+p �a partir des observations pass�ees : (Yj)j=1;::;n, la même m�ethode s'ap-

plique en observant les �ecarts de longueur p.

Pour cela, on construit uj = Yj � Yj�p pour j = p; ::; n. Les �ecarts observ�es servent alors

d'�el�ements pour la pr�evision de uj + 1 comme l'illustre la �gure 5.3.

Une m�ethode de pr�evision �a long terme bas�ee sur les (uj)j=1;::;n a �et�e test�ee sur nos trajectoires
3

en utilisant ce principe. Les r�esultats (non reproduits) ne sont pas satisfaisants en raison de la

r�eduction de la taille de l'�echantillon. En e�et, l'�echantillon des �ecarts observ�es (ei) comporte

un �el�ement de moins que l'�echantillon originel des Yi, de même l'�echantillon des (ui) comporte p

observations de moins.

Nous utiliserons, en revanche, la m�ethode de �ltrage simple (p = 1) pour �eliminer la tendance

de nos trajectoires, sans sou�rir de ce ph�enom�ene.

La m�ethode (( D ))

Une m�ethode sugg�er�ee par N. Durand nous apparâ�t int�eressante �a d�evelopper, puisqu'elle ne

n�ecessite pas de �ltrage. Il s'agit de supposer que l'on observe le point que l'on cherche �a pr�evoir

Yn+1 et d'�ecrire l'�equation permettant d'estimer le dernier point observ�e Yn par une m�ethode

non-param�etrique.

Supposons, en e�et, que l'on observe (Ti; Yi)i pour i = 1; ::; n+1 et (( omettons )) volontairement

d'utiliser la n-i�eme observation. On peut estimer f en tout point t par la formule classique 4.1 de

somme pond�er�ees, l�eg�erement modi��ee puisque l'on n'utilise pas le point (Tn; Yn) et la somme fait

donc intervenir i = 1; ::; n� 1; n+ 1.

bf (t) = n+1X
i=1;i6=n

Yi �Wh(Ti; t)

Comme on le remarque ais�ement, cette expression fait intervenir explicitement Yn+1.

bf (t) = n�1X
i=1

Yi �Wh(Ti; t) + Yn+1 �Wh(Tn+1; t)

3: La proc�edure ecartloin en annexe est bas�ee sur cette m�ethode.
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Fig. 5.4 - Principe de la m�ethode (( D )).

En (( retournant )) cette expression on peut ainsi extraire une formule d'estimation de Yn+1.

Yn+1 �Wh(Tn+1; t) = bf (t) � n�1X
i=1

Yi �Wh(Ti; t) (5.2)

Nous e�ectuons donc un barycentre entre Yn+1, d'une part, et les (Yi)i=1;::;n�1, d'autre part.

L'id�ee est alors de d�eterminer les pond�erations nous donnant un ajustement parfait de Yn avec son

estim�ee bYn = bf(Tn), et d'en d�eduire un estimateur de Yn+1. Pour cela, il nous su�t de remplacer

dans (5.2) le temps t par Tn, bf (Tn) par sa valeur observ�ee Yn. Ce qui nous donne :

Yn+1 �Wh(Tn+1; Tn) = Yn �
n�1X
i=1

Yi �Wh(Ti; Tn)

Un estimateur de Yn+1 est donc :

dYn+1 =
Yn �

Pn�1

i=1 Yi �Wh(Ti; Tn)

Wh(Tn+1; Tn)
(5.3)

Inconv�enients

L'id�ee de d�epart est di�cile �a appliquer pour deux simples raisons

{ Pour que le barycentre bYn entre (Yi)i=1;::;n�1, d'une part, et Yn+1 d'autre part, tombe exac-

tement en Yn, il faut que la pond�eration associ�ee �a Yn+1 (i.e. Wh(Tn+1; Tn)), soit sup�erieure

au total des poids associ�es aux (Yi)i=1;::;n�1. En prenant une pond�eration conforme �a celles

d�evelopp�ees dans le chapitre pr�ec�edant, nous donnons le même poids �a deux points situ�es

�a la même distance du point de pr�evision. Ici le point �a pr�evoir est (Tn; Yn), situ�e �a �egale

distance de (Tn�1; Yn�1) et de (Tn+1; Yn+1). Il faut donc pr�evoir une pond�eration ad�equate

pour Yn+1, nettement sup�erieure �a un.

{ Le r�eglage des param�etres intervenant dans cette m�ethode, la fenêtre et la pond�eration

associ�ee �a Yn+1, s'av�ere d�elicat et les �el�ements th�eoriques d'aide au choix de ces facteurs
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Fig. 5.5 - Impact de la fenêtre h et des (( poids )) sur l'erreur de pr�evision (M�ethode (( D ))).

d�eterminants pour la pr�evision manquent cruellement. De plus, ces param�etres ne sont �evi-

demment pas ind�ependants l'un de l'autre. On peut visualiser leurs e�ets sur l'erreur de

pr�evision �a horizon un e�ectu�ee �a la date Tn = 100s et repr�esent�ee par la �gure 5.5. La

pr�evision est bas�ee sur des observations toutes les 5 secondes. Les poids choisis pour Yn+1

sont �x�es arbitrairement aux valeurs 5. et 20.

Cette proc�edure a cependant �et�e test�ee avec des choix arbitraires de fenêtre et de poids, sans
am�elioration sensible de nos pr�evisions.

5.1.2 M�ethode utilis�ee

Les inconv�enients s'accumulent donc pour utiliser une m�ethode non-r�ecursive :

{ Pour la m�ethode directe : outre le nombre important de donn�ees n�ecessaires �a une bonne

estimation de f 4, nous avons vu dans la section 5.1.1 que cette m�ethode ne peut être appli-

qu�ee dans le cas d'observations strictement croissantes (ou d�ecroissantes), c'est �a dire pour

des trajectoires monotones.

{ Pour la m�ethode (( D )) : le nombre de param�etres �a r�egler en vue d'une bonne pr�evision

passe de un �a deux, comme nous l'avons vu, de plus ces param�etres sont directement li�es et

peuvent varier suivant la date de la pr�evision, et l'horizon retenu.

Nous utiliserons donc une m�ethode r�ecursive dont le danger principal est le risque d'ampli�ca-

tion de l'erreur de pr�evision initiale, mais dont les r�esultats semblent satisfaisants (voir section 5.2).

Cette m�ethode est �egalement pr�ef�er�e par les th�eoriciens (voir A. C. Rosa [25]). Bien entendu nous

�ltrerons les donn�ees originales conform�ement �a (5.2). Ainsi notre estimateur non-param�etrique

sera appliqu�e �a la s�erie des (( innovations )) pour une pr�evision �a court terme r�ep�et�ee. Nous nous

attacherons donc �a bien estimer cette s�erie des �ecarts repr�esent�ee en 5.6. En outre, le choix de la

fenêtre est (( facilit�e )) par l'aspect local de la pr�evision op�er�ee par bf �a horizon un uniquement (voir

section 5.2.2), sa d�etermination restera cependant un �el�ement crucial pour la pr�evision.

4: Le fait d'estimer f hors de son support (au del�a du dernier point observ�e notamment) aggrave ce ph�enom�ene.
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5.1.3 Et les s�eries chronologiques?

Si nous d�etaillons encore un peu notre m�ethode, nous nous apercevons que nous ne sommes

pas loin d'une mod�elisation de type s�erie chronologique. En e�et, notre optique est d�esormais d'es-

timer les �ecarts (ei)i=1;::;n, de pr�evoir non-param�etriquement ei+1 et d'en d�eduire une pr�evision

de Yn+1. Mais la s�erie des �ecarts pr�esente elle aussi une tendance comme on peut le constater en

(5.6). Nous pouvons donc r�eit�erer notre d�emarche et travailler sur les �ecarts ((d'ordre 2 )), not�es

("i)i=1;::;n et d�e�nis comme suit :

Comme:

Yi+1 = Yi + (Yi+1 � Yi) = Yi + ei+1

avec (ei+1) = Yi+1 � Yi ; De même:

ei+1 = ei + (ei+1 � ei) = ei + "i+1

avec ("i+1) = ei+1 � ei.

Pour estimer Yi+1 il nous su�t donc d'estimer ei+1 ce qui peut se faire �a l'aide des (ei)i=1;::;n

ou bien �a l'aide des �ecarts d'ordre 2, les ("i)i=1;::;n.

On peut alors �ecrire :

Yi+1 = Yi + ei+1 = Yi + ei + "i+1

La premi�ere �equation correspond �a une mod�elisation de s�erie chronologique d'ordre un (Yi+1 =

Yi+ une innovation), la seconde �a une s�erie chronologique d'ordre deux puisqu'alors, en rempla�cant

ei par Yi � Yi�1, on obtient :

Yi+1 = 2 � Yi � Yi�1 + "i+1

Le type de mod�elisation que nous avons choisi (avec �ltrage), s'apparente donc �a une s�erie chrono-

logique dans laquelle nous estimons les innovations. Dans le cas d'un �ltrage simple il s'agit d'un
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processus (( autoregressif d'ordre un )) , dans le cas d'un double �ltrage d'un processus (( autoregres-

sif d'ordre deux 5
)). On esp�ere ainsi obtenir �nalement une s�erie (( stationnaire )), ou au minimum,

sans tendance. La repr�esentation 5.7 des �ecarts d'ordre deux ("i)i=1;::;n n'est malheureusement

pas conforme �a nos attentes : non stationnaire, et extrêmement perturb�ee. Nous n'entrerons donc

pas plus dans la voie de l'estimation de "i+1 pour la pr�evision de Yi+1, et nous contenterons d'un

�ltrage simple.

5.2 Pr�evisions �a (( court )) terme

Nous avons donc utilis�e la m�ethode du noyau de convolution sur les �ecarts (avec �ltrage), de

mani�ere it�erative a�n de pr�evoir une trajectoire de 800 secondes issue du simulateur du CENA.

Nous pr�esentons les r�esultats dans les graphiques 5.8 et suivants.

Pour bien comprendre les r�esultats expos�es nous nous devons de pr�eciser certains termes uti-

lis�es :

{ Le ((pas )) d�esigne le temps �ecoul�e entre deux observations. Typiquement, 5s, 10s et 15s seront

des pas rencontr�es.

{ L' ((horizon )) d�esigne l'horizon de pr�evision dans le sens ((nombre de points pr�evus )), ou

si l'on pr�ef�ere, le nombre d'it�erations de la proc�edure r�ecursive. Pour obtenir l'horizon de

pr�evision en secondes il su�t de multiplier le ((pas )) par l' ((horizon )).

5: Un processus autoregressif est d�e�ni par l'�equation g�en�erale suivante:

Yi =

pX
i=1

�i � Yi�p + "i

o�u "i est un (( bruit blanc )) et donc E["i] = 0 et V ar["i] = �
2 constante. L'entier p est l'ordre du processus.
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{ Les ((fenêtres )) correspondent aux param�etres utilis�es dans l'estimateur non-param�etrique.

La fenêtre (( hopt )) est une fenêtre estim�ee na��vement et sert de r�ef�erence, d'�echelle, pour la

recherche de fenêtres adapt�ees. Son calcul est d�etaill�e dans la section 5.2.2.

{ Les (( trajectoires pr�evues )) sont repr�esent�ees de la mani�ere suivante. A l'instant Tn on pr�evoit

la trajectoire pour l'instant Tn+hor , c'est �a dire bYn+hor . La courbe des ((trajectoires pr�evues ))

est celle des couples (Tn+hor ; bYn+hor).
{ Les ((erreurs de pr�evision )) sont calcul�ees par la di��erence (( pr�evu - r�ealis�e )) en chaque

point d'observation. C'est �a dire que l'on reproduit le couple (Ti; bdi) o�u bdi est calcul�e commebdi = bYi � Yi.

Dans cette section nous pr�esenterons les r�esultats de pr�evision pour des (( pas )) de 5 secondes,

et pour des horizons allant de 10 �a 40 soit des pr�evisions maximales de 200 secondes. En ce sens

certaines pr�evisions d�epassent le (( court )) terme, que nous pouvons limiter arbitrairement �a environ

100 secondes.

5.2.1 Du rôle du (( pas ))

Le (( pas )) entre deux observations joue, nous le verrons un grand rôle dans la pr�evision. Le

nombre de points observ�es est �evidemment tr�es restreint lorsque l'on observe qu'un point toutes

les 10 ou 15 secondes. En outre, l'espacement entre les points nuit �a la pr�ecision de la pr�evision.

La fenêtre devra �egalement s'adapter �a ce fait. Plus le (( pas )) sera grand, plus la fenêtre

devra être grande pour incorporer un nombre de points su�sants pour l'estimation. Il ne s'agit

pas l�a que d'un probl�eme d'�echelle, mais �egalement d'une prise en compte de la densit�e des points

d'observation.

Un autre ph�enom�ene vient s'ajouter �a cette description, nous ne disposons que peu d'observa-

tions pour pr�evoir puisque la trajectoire se stabilise au bout de 700 secondes. Avec un (( pas )) de

15 secondes cela nous laisse �a peine 47 points pour la trajectoire compl�ete. L'estimation s'e�ectue

donc le plus souvent avec quelques dizaines de points seulement, et quelques dizaines d'observa-

tions de l'erreur de pr�evision. Si nous voulions ra�ner le choix de la fenêtre par une proc�edure se

basant sur l' observation de l'erreur de pr�evision sur le d�ebut de la trajectoire, celle-ci ne serait

sûrement pas op�erationnelle, faute de points, pour un (( pas )) important.

5.2.2 Du choix pratique de la fenêtre

La �gure 5.8 qui donne la pr�evision pour un pas de 5 secondes et �a horizon 10, nous servira

d'exemple pour discuter des choix e�ectu�es pour s�electionner la fenêtre.

Comme nous pouvons le voir sur les graphiques 5.8, 5.9 et suivants, et comme nous l'avons

�evoqu�e pr�ec�edemment, selon le choix de la fenêtre, la pr�evision donne des valeurs tr�es di��erentes.

Nous pr�esenterons ici toutes nos pr�evisions pour trois valeurs de h di��erentes. Nous pourrons

ainsi visualiser comment la fenêtre, en arbitrant sur le degr�e de variabilit�e et de douceur, modi�e

l'estimateur non-param�etrique aux di��erentes contraintes de chacune des grandes phases de la

trajectoire d�ecrites section 1.3). Nous voyons �egalement que les erreurs de pr�evision peuvent varier

du simple au double.

Quelques remarques s'imposent au vu de ces premiers r�esultats, concernant le choix du para-

m�etre de fenêtre.

{ La fenêtre hopt sert ici de (( calibre )) pour le calcul de fenêtres mieux adapt�ees 6. Il s'agit de

la fenêtre na��ve de Bosq et Lecoutre [2] d�ecrite dans la section 4.4.3. Elle est calcul�ee sur la

6: Il est notoire que cette fenêtre est g�en�eralement trop grande et que l'estimation e�ectu�ee avec hopt est trop

(( lisse )), trop r�eguli�ere, pour donner une pr�evision correcte (voir H�ardle [15], ou Bosq et Lecoutre [2]). Nous le

v�eri�erons dans nos pr�evisions.
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base de l'�ecart type des observations.

hopt = � � Sn � n� 1

5

o�u Sn est l'�ecart type empirique des Ti et o�u � ne d�epend que du noyau choisi 7. Cette fenêtre

tient compte de l'espacement entre les points et de la dimension de l'�echantillon observ�e ( n

ici). Plus le pas sera grand, plus l'�ecart type des Ti sera important et plus hopt sera grande.

D'autre part, plus n sera important, plus la fenêtre sera petite.

{ Une fenêtre peut di�cilement être pr�ef�er�ee sur l'ensemble de la trajectoire. Nous avons sys-

t�ematiquement repr�esent�e les trajectoires pour deux fenêtres plus petites que hopt. Souvent

l'erreur de pr�evision est plus faible pour
hopt

6
, notamment dans la deuxiemme phase de la

trajectoire. Cependant, la variabilit�e de cette erreur augmente dangereusement avec une

fenêtre petite (voir 5.10 et 5.11 par exemple).

{ R�eciproquement des fenêtres plus grandes, comme hopt donnent une erreur plus r�eguli�ere

mais plus marqu�ee.

{ Plus la fenêtre est petite, plus la moindre variation de la trajectoire observ�ee est incorpor�ee

voire ampli��ee. Ce caract�ere s'observe notamment aux alentours de t = 700s et pour des

pr�evisions �a long terme.

Nous nous proposons d'observer les r�esultats pour des pas de 5 et 10 secondes �a horizons 10

et 20, obtenus avec di��erentes fenêtres, a�n de pouvoir en tirer des �el�ements de discussion sur le

choix des fenêtres.

5.2.3 Pour en �nir avec les fenêtres...

Il semble d�esormais �evident qu'une proc�edure de choix de la fenêtre doit faire intervenir 3

�el�ements principaux :

{ le (( pas )) d'observation ;

{ la (( phase )) de la trajectoire dans laquelle on op�ere la pr�evision ;

{ l' (( horizon )) de pr�evision.

La fenêtre hopt et ses s�urs (
hopt

3
,
hopt

6
, etc) ne fournissent qu'un guide pour la s�election. Une

r�eelle estimation de (( la )) fenêtre bh r�epondant �a notre objectif, c'est �a dire minimisant l'erreur de

pr�evision, doit être choisie empiriquement sur les donn�ees.

On pourrait par exemple choisir bh sur la base de l'observation de l'erreur de pr�evision sur une

p�eriode pass�ee. La fenêtre ainsi s�electionn�ee serait utilis�ee pour les pr�evisions suivantes pendant

quelque temps tout en contrôlant l'erreur qu'elle engendre p�eriodiquement. Si l'erreur devient trop

importante, une nouvelle proc�edure de s�election pourra alors être e�ectu�ee. Ce type d'algorithme

engendrerait donc une suite de fenêtres locales r�epondant bien aux di��erentes contraintes �evoqu�ees

en d�ebut de chapitre. Cependant cette proc�edure s'av�ere gourmande en calculs.

5.3 Pr�evision �a (( Long )) terme

Les mêmes proc�edures d'estimation ont �et�e appliqu�ees aux pr�evisions �a long terme. Nous nous

sommes heurt�es �a un probl�eme nouveau quoique peu surprenant. La r�ecursivit�e de la proc�edure

de pr�evision engendre sur le long terme des erreurs gigantesques. Notre algorithme �etant bas�e sur

l'estimation des �ecarts �a horizon un r�ep�et�e it�erativement jusqu'a l'arriv�ee �a l'horizon de pr�evision,

7: Ici � vaut 1,059.
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Fig. 5.14 - Estimation de la trajectoire pour un (( pas )) de 5s et �a horizon 40, pour trois valeurs
de h di�erentes .
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Fig. 5.15 - Erreur de pr�evision pour un (( pas )) de 5s et �a horizon 40, pour trois valeurs de h
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Fig. 5.16 - Estimation de la trajectoire pour un (( pas )) de 10s et �a horizon 20, pour trois valeurs
de h di�erentes .
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Fig. 5.17 - Erreur de pr�evision pour un (( pas )) de 10s et �a horizon 20, pour trois valeurs de h
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Fig. 5.18 - Erreur (( initiale )) de pr�evision pour un (( pas )) de 5s et �a horizon 10, pour trois
valeurs de h di�erentes .

la moindre erreur intiale se trouve amplif�ee. Nous pouvons d'ailleurs en juger sur les graphiques

5.18, 5.19 et 5.20 dans la section 5.3.1, repr�esentant les erreurs en d�ebut de trajectoire ( de 0 �a

300 secondes environ).

Les r�esultats pr�esent�es concernent des pr�evisions e�ectu�ees :

{ pour un pas de 5 secondes �a horizon 40 soit une pr�evision de 200 secondes.

{ pour un pas de 10 secondes �a horizon 20 soit �egalement une pr�evision de 200 secondes.

La comparaison est extrêmement instructive, on s'attend �a obtenir des erreurs plus faibles pour

un pas plus petit, puisqu'on observe plus de points. Cependant, la r�ecursivit�e de notre proc�edure

entraine des (( ondulations )) beaucoup plus importantes dans le premier cas (pas 5s, horizon

40) et donc des variations des trajectoires assez importantes. Ce ph�enom�ene est d'autant plus

important que la fenêtre est petite (voir �gures 5.14 et 5.15). L'ordre de grandeur des erreurs

reste sensiblemement le même en phase de mont�ee. La deuxi�emme proc�edure utilisant moins de

points (pas 10s, horizon 20) est certainement moins pr�ecise dans la pr�evision initiale, mais les

erreurs se r�epercutent moins, d'o�u l'allure plus (( lisse )) des trajectoires, même pour de (( petites ))

fenêtres(voir �gures 5.16 et 5.17).

Au del�a de l'horizon 200, les erreurs deviennent importantes sur la partie initiale de la trajec-

toire, les erreurs se propagent et la trajectoire pr�evue devient absolument farfelue.

5.3.1 �Etude de l'erreur initiale

Les �gures 5.18 5.19 et 5.20 donnent les �ecarts d'apr�es notre pr�evision r�ecursive, sur les pre-

mi�eres observations.

Il est �a noter qu'avec un pas de 5 secondes nous n'observons donc que 10 valeurs pendant

les 50 premi�eres secondes. On peut �egalement observer que la trajectoire obtenue avec la plus
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Fig. 5.19 - Erreur (( initiale )) de pr�evision pour un (( pas )) de 5s et �a horizon 20, pour trois
valeurs de h di��erentes .

petite fenêtre (en rouge) est celle que recolle le plus aux donn�ees et qui recti�e les erreurs le plus

rapidement. Toutefois, pour une pr�evision �a horizon 40, les erreurs restent tr�es importantes quelle

que soit la fenêtre utilis�ee voir �gure 5.20.
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Chapitre 6

Bilan et extensions

Les diverses m�ethodes de pr�evision de trajectoires que nous avons propos�ees, donnent des

r�esultats mitig�es sur nos applications. En l'absence de compl�ement d'information sur les �el�ements

d�eterminant la trajectoire d'un avion, il semble que l'approche stochastique soit toutefois une voie

de recherche �a poursuivre.

Les m�ethodes (( classiques )) que nous avons d�etaill�ees dans les chapitres 2 et 3 ont clairement

montr�e leurs limites. Il est di�cile, �a vrai dire, d'approcher un �el�ement d'un espace fonctionnel

par un �el�ement d'une famille param�etr�ee. La dimension de l'espace de recherche est en e�et trop

petite pour esp�erer approcher convenablement la fonction trajectoire inconnue, �a moins d'explorer

exhaustivement l'ensemble des familles param�etr�ees, ce qui ne semble pas raisonnable. Toutefois,

si des informations concernant la nature de la trajectoire �etaient connues, cette d�emarche serait

facilit�ee et les r�esultats meilleurs. Par choix, nous n'avons pas cherch�e �a caract�eriser les trajectoires

par des �el�ements techniques faisant intervenir les contraintes physiques de m�ecanique du vol,

laissant cette approche �a ceux qui en ont la comp�etence (voir l'�etude Leclaire [18]).

L'approche fonctionnelle non-param�etrique �evite, en th�eorie tout du moins, de restreindre

l'espace de recherche et d'avoir �a choisir a priori une sp�eci�cation ad hoc pour la trajectoire.

Toutefois non-param�etrique ne signi�e pas absence de param�etres et nous l'avons vu, le choix de

la fenêtre s'av�ere crucial. C'est d'ailleurs sur ce point que des e�orts th�eoriques et pratiques restent

�a faire. Les crit�eres de s�election propos�es section 4.4 semblent e�caces �a court terme, mais pas

�a long terme. Sur nos trajectoires, il est di�cile de calibrer convenablement ce param�etre sur un

petit nombre d'observations initiales sans s'exposer �a des probl�emes �a long terme. Une approche

similaire �a la validation crois�ee (voir 6.2 ci-dessous) pourrait toutefois être developp�ee en pr�esence

d'informations ext�erieures.

6.1 Ra�nement des estimateurs et des proc�edures

De nombreuses extensions de ce travail sont possibles et nous nous proposons d'examiner les

proc�edures qui nous semblent les plus adapt�ees �a la pr�evision de trajectoire. Ces m�ethodes nec-

c�eessitent un suppl�ement de travail pour être d�evelopp�ees ou/et un suppl�ement d'information sur

les caract�eristiques a priori de la trajectoire. Nous mentionerons ainsi le travail de A. C. Rosa

[25] portant sur la pr�evision de s�eries chronologiques extrêmement g�en�erales, puisque seule l'hy-

poth�ese d'ergodicit�e est suppos�ee. Les r�esultats th�eoriques peuvent sûrement être adapt�es �a notre

probl�eme, et notamment aporter des �el�ements de compr�ehension sur la structure autor�egressive

de la trajectoire. Toutefois, ces m�ethodes n�ecessitent un nombre important de donn�ees ; Pour être

appliqu�ees, ces m�ethodes neccessiteraient donc un suppl�ement d'information.

L'utilisation d'une proc�edure non r�ecursive pour la pr�evision �a long terme est �egalement l'un

des points cl�es �a d�evelopper. Les r�esultats �a long terme sou�rent d'un manque de pr�ecision li�e

�a la r�epercussion des erreurs par une proc�edure r�ecursive. Cette r�ecursivit�e est li�ee �a la nature

de la trajectoire qui est strictement monotone, et qui nous force �a travailler sur des donn�ees
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�ltr�ees (voir 5.1.1). Lever cet �ecueil contribuerait grandement �a am�eliorer les pr�evisions. L'une des

possibilit�es consisterait �a ne travailler que sur les erreurs issues d'un autre mod�ele de pr�evison.

Si ce mod�ele de base fournit des erreurs non monotones, c'est �a dire s'il ne sous-estime ou ne

sur estime pas syst�ematiquement la trajectoire, on peut appliquer les m�ethodes de pr�evision sur

ces errreurs sans avoir �a �ltrer et donc sans avoir recours �a une proc�edure r�ecursive. L�a encore,

un suppl�ement d'information (le mod�ele de pr�evision initial) ou de travail est n�ecessaire pour

am�eliorer les pr�evisions.

6.2 Utilisation d'informations compl�ementaires

Deux types d'informations peuvent r�ealistement venir compl�eter et renforcer les donn�ees ob-

servables. Des informations sur le type d'avion (caract�eristiques techniques, compagnies, ...) et des

donn�ees sur la nature du vol (plan de vol, niveaux de vol,...)

{ Suivant les caract�eristiques de l'avion (sa puissance, sa vitesse maximum, son poids,...), sa

nature (commerciale, priv�ee, militaire,...) l'�evolution de la trajectoire di��ere. Cette informa-

tion peut être tr�es utile pour la pr�evision. Dans le cas d'une estimation classique, le choix

du mod�ele de trajectoire (la famille param�etr�ee), peut être conditinon�e par ces �el�ements.

Dans le cas de proc�edures non-param�etriques, ces informations techniques permettraient

d'envisager un pr�e-calibrage de la fenêtre d'estimation utilis�ee. La fenêtre pourrait alors être

calibr�ee d�es le d�ebut de la trajectoire par validation crois�ee, pr�ealablement �a la pr�evision de

la trajectoire, par l'utilisation de trajectoires types simul�ees. Une observation p�eriodique des

erreurs de pr�evision permettrait d'ajuster au mieux la courbe en r�eduisant ou augmentant

la valeur de cette fenêtre. Cette proc�edure se rapproche d'ailleurs des travaux de Vieu [30]

sur l'estimation non-param�etrique avec fenêtres locales.

{ On peut �egalement tirer pro�t de donn�ees sur la nature du vol; �a l'approche de la stabilisa-

tion (pour une trajectoire en mont�ee) la forme de la trajectoire se modi�e. Dans le cas d'une

mod�elisation classique on peut envisager une rupture et s�eparer la trajectoire en deux mor-

ceaux r�egis par deux familles param�etr�ees di��erentes. Pour une proc�edure non-param�etrique

la fenêtre doit être modi��ee pour prendre en compte cette rupture dans la forme de la tra-

jectoire. Dans les deux cas cette information s'incorpore avec pro�t avant toute estimation.

Il est �egalement probable qu'un avion se stabilisant en niveau de vol, ne d�epasse pas de

beaucoup ce niveau, cette information peut s'incorporer facilement.

6.3 Vers les r�eseaux de neurones?

L'une des voies de recherche que nous n'avons pas abord�e dans ce m�emoire et qui semble

adapt�ee �a ces di�ciles probl�emes de pr�evision concerne les r�eseaux de neurones. Ces m�ethodes ont

�et�e utilis�ees dans di��erents domaines pour approcher des structures non-lin�eaires complexes. La

structure de ces op�erateurs rapelle (en plus simple) la structure des r�eseaux constituant le cerveau

humain, d'o�u leur nom.

L'analyse par r�eseaux de neurones fait partie de l'intelligence arti�cielle, mais peut être reli�ee

�a la statistique non-param�etrique, comme le font remarquer H�ardle et alii [17]. Nous pouvons

illustrer cette similitude par un exemple traitant de s�eries temporelles (voir section 5.1.3). On

cherche alors �a estimer la fonction reliant Yt �a son pass�e (Yt�1; Yt�2; :::; Yt�p) par l'interm�ediare

d'une fonction inconnue f , soit :

Yt = f(Yt�1; Yt�2; :::; Yt�p) + "t (6.1)

L'estimateur issu d'un r�eseau de neurones feedworward �a une couche cach�ee 1 peut en e�et

s'�ecrire sous la forme d'un estimateur non-param�etrique.

1: Il s'agit du plus simple des r�eseaux de neurones.
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L'estimateur 2 ainsi propos�e est une somme pond�er�ee, rapellant la forme g�en�erale des estima-

teurs �a noyau 3.

Les estimateurs de ce type peuvent approcher de vastes classes de fonctions pourvu que q

soit su�sament grand. Ces m�ethodes sont encore di�ciles �a mettre en oeuvre, mais semblent

prometteuses, la th�ese de Yann Le Fablec viendra sans doute le con�rmer. En tout �etat des cause,

elles sont su�sament compl�etes pour pouvoir capter toute l'information disponible, a�n d'estimer

f et d'en tirer des pr�evisions plus pr�ecises.

2: En e�et, l'estimateur bf(Yt�1; Yt�2; :::; Yt�p) issu d'un r�eseau de neurones feedworward s'�ecrit :

bf(Yt�1; Yt�2; :::; Yt�p) = �0 +

qX
i=1

G(
0j + Y

T
t 
j)�j (6.2)

o�u Y T
t = (Yt�1; Yt�2; :::; Yt�p)

T o�u les vecteurs 
j = (
1j ; :::; 
pj)
T sont des vecteurs (p� 1) pour j = 1; :::q et

o�u �1; :::; �q sont des coe�cients scalaires.

Dans cette expression la fonction G : R ! [0;1] est une fonction de r�epartition pr�e-speci��ee (typiquement on

utilise la fonction logistique G(x) = 1

1+e�x
ou hyperboliqueG(x) = ex�e�x

ex+e�x
).

3: Ici, la fonction G joue le rôle du noyau.
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